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Titre : LES RACINES DE LA PREMIÈRE GRANDE CRISE ÉCONOMIQUE DU XXIeme 
SIÈCLE 
Résumé : Cette thèse a pour objectif de réhabiliter l’analyse circuitiste des crises économiques. Cele-
ci a largement été supplantée depuis la fin des « trentes glorieuses » par la pensée néo-libérale. 
Pourtant les modèles, même les plus récents, émanant de cete pensée n’ont pas su ni prévenir, ni 
guérir la crise que nous traversons. Nous considérons alors la théorie du circuit, dont Marx et Keynes 
sont d’éminents représentants, comme bien plus capable d’appréhender la crise actuele.  Nous 
établissons une dichotomie de l’analyse économique entre l’analyse du circuit et l’analyse libérale, 
que nous appelons également dans cete thèse « analyse de marché ». Nous montrerons comment 
s’est construite cette analyse et comment ses hypothèses sont développées. Ce travail procède 
également à une analyse empirique. Nous montrerons à la lumière de la théorie du circuit les 
conséquences des politiques néolibérales sur la dynamique économique. Ces politiques  de 
libéralisation commerciale et financière devaient nous faire tendre vers l’équilibre général de plein 
emploi. Eles ont pourtant, bien au contraire amené le déséquilibre généralisé de sous-emploi. Les 
conclusions de cete thèse en termes de politiques économiques penchent en faveur d’un 
protectionnisme raisonné et concerté à l’échele internationale, ainsi qu’en faveur d’un contrôle du 
système financier afin que celui-ci finance l’accumulation du capital des sociétés non financières. 
Mots clés : Marx, Keynes, Circuit monétaire, Usure du capital fixe, Financiarisation, 
Protectionnisme 
Title : THE ORIGINS OF THE FIRST GREAT ECONOMIC CRISISOF THE XXIst 
CENTURY. 
Abstract : This PhD thesis aims at rehabilitating the circuit analysis of economic crises. This analysis 
was supplanted by the neo-liberal one at the end of the post-war boom. However, the neo-liberal 
models, and even the most recent ones, could not prevent nor solve the crisis that we are now going 
through. We find the circuit theory, of which Marx and Keynes are distinguished representatives, 
much more capable of explaining the current crisis. We set up a dichotomy in economics between 
the circuit analysis and the so-caled liberal analysis, which we also cal in this thesis the «market 
analysis». We show how this analysis and the hypotheses that stem from it were built. This work also 
includes an empirical analysis. We use the circuit analysis to show the consequences of neo-liberal 
policies on economic dynamics. Thesefinancial and commercial liberalization policies should have 
lead us towards aful employment general equilibrium. On the contrary, they brought a 
underemployment generalizeddisequilibrium.This thesis’ conclusions in terms of economic policies 
are in favor of a concerted and reasoned protectionism on the international scale, as wel as a control 
of the financial system in order to fund non-financial corporations accumulation of capital. 
Keywords : Marx, Keynes, Monetary circuit, Wear of fixed capital, Financialization, 
Protectionism 
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❞✉♣❡♠✐❡❝❤❛♣✐❡❞❡❝❡❡❤ ❡✳ ♦✈❡♥❛♥❞❡❧❛♣❡♥ ❡❧✐❜❛❧❡✱❡❧❡❝♦♥✐❞❡❧✬❝♦✲
♥♦♠✐❡❝♦♠♠❡✉♥♠❝❛♥✐♠❡ ✉✐✬❛✉♦ ❣✉❧❡✳ ♦✉❡❧❡❧❡❡♥❛✈❡❛✉❧✐❜❡✲♠❛❝❤ ♦♥
❡♣♦♥❛❜❧❡❞✉❞②❢♦♥❝✐♦♥♥❡♠❡♥❞❡❧❛♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡✳❆✐♥✐✱❡❧❡♣❧❛✐❞❡♣♦✉❧❡
✓❧❛✐ ❡✲❢❛✐❡✱❧❛✐❡♣❛ ❡✔✭♣♦✉ ❡♣❡♥❞❡❧❡♠♦ ❞❡❚✉❣♦❞❛♥ ♦♥❧♦❣❡❱✐♥❝❡♥
●♦✉♥❛②❬✶✼✺✾❪✮✳◆♦✉♠♦♥ ❡♦♥❞❛♥❧❛♣❡♠✐❡❡❝✐♦♥❞❡❝❡❝❤❛♣✐❡✉✬❡❧❡♣✉✐❡❡
♦✐❣✐♥❡❞❛♥ ♦♥♠❛♥❝✐♣❛✐♦♥✈✐✲✲✈✐❞❡❧✬❣❧✐❡❝❛❤♦❧✐✉❡♣✉✐✱♣❧✉❣♥ ❛❧❡♠❡♥✱❞❡
❧❛♣❤ ❡❡❧✐❣✐❡✉❡✱❡❡♥✜♥❞❡❛❝♦♥❡❛✐♦♥❞✉♣♦✉✈♦✐♣♦❧✐✐✉❡✳❊❧❡❛✣♠❡✱❡♥❡✛❡✱
✉❡❧❡❡♥❛✈❡❛✉✓❧✐❜❡♠❛❝❤✔✱❡♥♦❛♠♠❡♥❝❡❧❡✐♥✢✐❣❡♣❛❧✬❛✉♦✐ ♠♦♥❛✲
❝❤✐✉❡✱ ♦♥❝♦♥❛✐❡❛✉❞✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ ❝♦♥♦♠✐✉❡✳❆♣ ❛✈♦✐ ✐♦♠♣❤ ✉ ❧✬♦❞❡
♦❝✐❛❧♠♦♥❛❝❤✐✉❡✱❡❧❡❝♦♥❡❡❛❧♦ ❛✉❥♦✉❞✬❤✉✐✱❞❡❧❛♠♠❡♠❛♥✐ ❡✉❡♦✉❧✬❛♥❝✐❡♥
❣✐♠❡✱❧❡✓❡♥❛✈❡✔❞❡❧✬❛✉♦✐ ❞❛♥❧❡♠♦♥❞❡❞❡❛✛❛✐❡✱❝✬❡✲✲❞✐❡❞❛♥❧❡♣❛②
❞♠♦❝❛✐✉❡✱❧❡♣♦✉✈♦✐❞✉♣❡✉♣❧❡❞❛♥❧❡❞♦♠❛✐♥❡❝♦♥♦♠✐✉❡✳❊❧❡❛❝❝✉❡♥♦❛♠♠❡♥
❧❛♣♦❧✐✐✉❡♠♦♥ ❛✐❡❡①♣❛♥✐♦♥♥✐❡❞✬ ❡♣♦✲❝②❝❧✐✉❡✳▲❡❝❤♦❝♠♦♥ ❛✐❡❡ ❛❧♦ ❧✬❛✲
❣✉♠❡♥ ❝✉❡♥❞❡❧❛❤♦✐❡❞✉❝②❝❧❡❡①♦❣♥❡♣♦✉❡①♣❧✐✉❡❧❡♣❤❛❡❞❡❞♣❡✐♦♥✳
◆♦✉ ❛♣♣❡❧❡♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❛✐❧❞❡♠❛♥✐ ❡✐♥❞✐✛❡♥❝✐❡✿✓❤♦✐❡❞❡❧✬✉✐❧✐❜❡✔♦✉
✓❤♦✐❡❞✉♠❛❝❤✔✱❝❡ ❡❤♦✐❡❞✉❝②❝❧❡❡①♦❣♥❡✳ ❧✉✐❡✉♠♦❞❧❡❡♣ ❡♥❡♥❝❡❡
❤♦✐❡ ♣❧✉✐❡✉ ♣♦✉❡❝♦♠♠❡❧❡♠♦❞❧❡❞❡❲✐❝❦❡❧❬✶✾✺✸❪✱❋✐❡❞♠❛♥❬✶✾✼✵❪✱▲✉❝❛
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▲❛ ❤♦✐❡❞✉❝②❝❧❡❡♥❞♦❣♥❡ ✬♦♣♣♦❡ ❧✬❤②♣♦❤ ❡❞✉❡♦✉ ❧✬✉✐❧✐❜❡✳◆♦✉
✈❡♦♥❞❛♥ ✉♥❞❡✉①✐♠❡ ❡♠♣ ✉❡▼❛①❛✉①✐①❡ ✐❝❧❡❡❑❡②♥❡ ❛✉①①❡ ✐❝❧❡♦♥
❞✬♠✐♥❡♥ ❡♣ ❡♥❛♥ ❞❡❝❡ ❡❤♦✐❡❞✉❝②❝❧❡✳■❧❞❝✐✈❡♥✉♥❝❛♣✐❛❧✐♠❡❜❛♥❝❛❧✱
✐♥❝❛♣❛❜❧❡❞❡✬❛✉♦ ❣✉❧❡✱✉✐❡❛❧❡❢♦♥❞❡♠❡♥❞❡♥♦ ❡❛♥❛❧②❡✳ ♦✉❡✉①✱❧❛❝✐❡❡
❡♥❞♦❣♥❡❛✉ ② ♠❡❝❛♣✐❛❧✐❡✳▲❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡✱❝♦♥❝❡♣❛❛❝❤❛✉❝❛♣✐❛❧✐♠❡✱❡ ✱
❧❡✉ ②❡✉①✱❡♣♦♥❛❜❧❡❞❡❝✐❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡✳❉ ❧♦✱❧❡✓❧❛✐❡✲❢❛✐❡✱❧❛✐❡♣❛ ❡✔
♣♦✈♦✉❡❧❛❝✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡✳◆♦✉ ✈❡♦♥❞✬❛❜♦❞ ✉❡▼❛①❞❛♥ ♦♥❞✐❝♦✉ ✉ ❧❡
❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣❡❞❡✶✽✹✽❛♠♦♥ ❧❡♠❢❛✐ ❞✉❧✐❜❡♠❛❝❤ ✉ ❧❡② ♠❡❝❛♣✐❛❧✐❡✳
❉❛♥ ❝❡❡♠♠❡ ❡❝✐♦♥✱♥♦✉ ✈♦✉❡♦♥✱❧❡♠❝❛♥✐♠❡ ♠❛①✐❡❞❡❝✐❡✱❞❝✐
♥♦❛♠♠❡♥❞❛♥ ❧❡❧✐✈❡■■❞✉❈❛♣✐❛❧✳ ✉✐✱♥♦✉✈❡♦♥ ✉❡❑❡②♥❡ ❛✉①①❡ ✐❝❧❡❛
♣✐✉♥✈✐❛❣❡❡♥❢❛✈❡✉❞✉♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡❡✱♥♦✉❞ ❛✐❧❡♦♥❧❡♠❝❛♥✐♠❡❞❡❝✐❡
❦❡②♥ ✐❡♥✱♣♦♣♦ ♥♦❛♠♠❡♥♣❛ ♦✉❧♦♥❬✶✾✽✷❪✳◆♦✉♠♦♥ ❡♦♥ ✉❡❧❡✉ ❛♥❛❧②❡ ✉❡
❧✬♦♥♣❡✉ ✉❛❧✐✜❡❞❡❝✐❝✉✐✐❡✱❞❛♥❧❛♠❡✉❡♦❧❡✉ ♣❡♥ ❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡♣❡✉✈❡♥ ❡
❡♣ ❡♥❡ ♦✉❢♦♠❡❞✬✉♥❝✐❝✉✐✱♦♥❡♥❢❛✐ ✉✐✈❛❧❡♥❡✳◆♦✉♣♦♣♦❡♦♥ ❧❛✜♥
❞❡❝❡❝❤❛♣✐ ❡✉♥❡❞❡❝✐♣✐♦♥♠❛①♦✲❦❡②♥ ✐❡♥♥❡❞✉❝②❝❧❡❝♦♥♦♠✐✉❡✳
❈❡ ❡♣❡♠✐❡♣❛✐❡♥♦✉♣❡♠❡ ❛❞✬ ❛❜❧✐✉♥❡❞✐❝❤♦♦♠✐❡❞❛♥❧✬❛♥❛❧②❡❝♦♥♦✲
♠✐ ✉❡❡♥❡❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉♠❛❝❤❡❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉❝✐❝✉✐✳◆♦✉❛♣♣❡❧❡♦♥❧✬❛♥❛❧②❡
❞✉❡♦✉ ❧✬✉✐❧✐❜❡✱ ✉❞✐❡❞❛♥❧❡♣❡♠✐❡❝❤❛♣✐❡❞❡❝❡❡♣❛✐❡✿✓❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉
♠❛❝❤✔❀❡❝❡❧❡❞✉❝❛♣✐❛❧✐♠❡❜❛♥❝❛❧♦✉❛✉♦❞❡ ✉❝❡✉✱ ✉❞✐❞❛♥❧❡❞❡✉①✐♠❡❝❤❛✲
♣✐ ❡✿✓❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉❝✐❝✉✐✔✳ ♦✉❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉♠❛❝❤✱❧❡❝②❝❧❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡
✬❡①♣❧✐✉❡♥ ❛❧♦ ♣❛ ❞❡ ♣❤♥♦♠♥❡ ♠♦♥ ❛✐❡ ✉✐❡♥❛✈❡♥❧❡❜♦♥❢♦♥❝✐♦♥♥❡♠❡♥
❞✉♠❛❝❤✳ ♦✉ ❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉❝✐❝✉✐✱❧✬♦✉✈❡✉❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡♣♦✈♦✉❡❧❡ ❝②❝❧❡
❝♦♥♦♠✐✉❡✳◆♦✉❛♣♣❡❧❡♦♥❞♦♥❝❝❡ ❡♣❡♠✐❡♣❛✐❡✿✓❈②❝❧❡❡▼♦♥❞✐❛❧✐❛✐♦♥✔✳
▲❛❞❡✉①✐♠❡♣❛ ✐❡♠❡ ❛❡♥❧✉♠✐ ❡❧❛❞✐✛❡♥❝❡❞✬❛♣♣♦❝❤❡❞❡ ❞❡✉①❣❛♥❞
♣❛❛❞✐❣♠❡❝♦♥❝❡♥❛♥ ❧❛♠♦❞❧✐❛✐♦♥❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✿❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉♠❛❝❤ ✉✐
✉✐❧✐❡❧❛♥♦✐♦♥❞❡❢♦♥❝✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉❝✐❝✉✐ ✉✐✉✐❧✐❡❧❛♥♦✲
✐♦♥❞❡❝✐❝✉✐♠♦♥ ❛✐❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳◆♦✉♠♦♥ ❡♦♥ ✉❡❧❡ ♠♦❞❧❡❞✬ ✉✐❧✐❜❡
❣♥ ❛❧ ✉✬✐❧♦✐❞❡❝♦✉ ❡♠❡✭♠♦❞❧❡❉❙●❊✮✱❞❡❧♦♥❣❡♠❡✭♠♦❞❧❡❞❡❝♦✐❛♥❝❡✮✱
❝❡♥✭❲♦♦❞❢♦❞❬✷✵✵✺❪✮✱✭❙♠❡ ❡❲♦✉ ❡ ❬✷✵✵✼❪✮✱♦✉♣❧✉❛♥❝✐❡♥❝♦♠♠❡❧❡♠♦❞❧❡❞❡
❙♦❧♦✇❬✶✾✺✻❪♦♥❞❡❣❛♥❞❡❧❛❝✉♥❡♣♦✉❡①♣❧✐✉❡❧❡❝✐❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡❡♣❛ ✐❝✉❧✐❡✲
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❞✉ ❡❞❡✈✐❡♠♦❛❧❡✭❉✮✳▲❛❞✉ ❡❞❡✈✐❡♣❤②✐✉❡❡ ✉♣ ✐❡✉❡ ❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡♠♦❛❧❡✱
✭D≤T✮✳❖✱❡♥♦✉✈❡❧❡❧❡❝❛♣✐❛❧❞❡♣❧✉❡♥♣❧✉ ❛♣✐❞❡♠❡♥❛✉♥❝♦ ✜♥❛♥❝✐❡✳▲❛
❝✐❡✉✈✐❡♥❧♦ ✉❡❧❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥❞❡❧❛♦❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧♥✬❡ ♣❧✉ ♦✉❡♥❛❜❧❡✳ ♦✉
♠❡✉❡❧❛♦✉❡♥❛❜✐❧✐ ❞✉✜♥❛♥❝❡♠❡♥❞✉❝❛♣✐❛❧✱▼❛①✐♥♦❞✉✐✉♥ ♦✐✐♠❡ ❡♠♣✿
❧❡❡♠♣❞❡ ❝✉♣❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧✭τ✮✱❡♠♣♥❝❡❛✐❡ ❧❛ ❝✉♣❛✐♦♥❞✉♠♦♥❛♥
✐♥✐✐❛❧❡♠❡♥❞♣❡♥ ♣♦✉ ❧✬❛❝❤❛❞❡❝❛♣✐❛❧✳❈❡❡♠♣✱✉✐❝♦ ❡♣♦♥❞ ❧❛❞✉❡❞✬✉♥
✓♣❧❛♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✔✱❡ ✐♥❢✐❡✉ ❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡♣❤②✐✉❡✭τ<T✮✳▲❛❞✉❡❞❡
✈✐❡♠♦❛❧❡♥✬❡ ♣❛✜①❡✱❡❧❡❞♣❡♥❞❞❡❧❛✈✐❡❡❞❡♦❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❡❞❡❧✬✐♥❡♥✐
❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡❡♥❡❧❡❝❛♣✐❛❧✐❡✳▲✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❧✬✐♥❡♥✐ ❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡
♥❡♣♦✉✈❛♥ ❡♣✈✉♣❛❧❡✐♥✈❡✐❡✉✱✐❧❡ ♣♦ ✐❜❧❡✉❡τ<D♦✉D<τ✳❉❛♥
❧❡♣❡♠✐❡❝❛✱❧❡❝❛♣✐❛❧✐❡❛✉♦♥ ❝✉♣ ❧❡✉♠✐❡❞❡❞♣❛ ❛✈❛♥ ✉❡❧❡❝❛♣✐❛❧
♥❡♦✐❞❡✈❡♥✉♦❜♦❧ ❡❡♠✐ ❤♦ ❞✬✉❛❣❡✳❉❛♥❧❡❞❡✉①✐♠❡❝❛✱❧❡❝❛♣✐❛❧❡ ❞❡✈❡♥✉
♦❜♦❧ ❡❡✐❧❡ ♠✐ ❛✉❡❜✉❛✈❛♥♠♠❡ ✉❡❧❡✐♥✈❡✐❡✉ ♥✬❛✐❡♥ ❝✉♣ ❧❡✉♠✐❡
❞❡❞♣❛ ✳❈❡❞❡✉①✐♠❡❝❛ ♠♥❡ ❧❛❝✐❡✳
■■✳✶✳❝ ▼♦♥❞✐❛❧✐❛✐♦♥✱✉✲❛❝❝✉♠✉❧❛✐♦♥❡ ♦✉✲❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥
▲❛❝✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡❝❤❡③▼❛①❡ ♣♦✈♦✉❡♣❛✉♥❡①❝ ❞❡❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡✱❡❝✬❡
♣ ❝✐♠❡♥ ❧❡❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣❡ ✉✐❛❝❝♦ ❝❡❡❝♦♥❝✉❡♥❝❡✳ ♦✉❧♦♥❬✷✵✶✶❛✱✭♣♣✳✺✺✲✺✽✮❪
♠♦♥ ❡✉❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡♣♦✈♦✉❡✱♣♦✉▼❛①✱❞❡✉①♣❤♥♦♠♥❡✿❧❛✉✲❛❝❝✉♠✉❧❛✐♦♥
❡❧❛♦✉✲❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✳▲❛✐♠✉❧❛♥✐ ❞❡❝❡ ❞❡✉①♣❤♥♦♠♥❡ ♥✬❡ ♣❛ ❡♥✈✐❛❣❡
♣❛ ❧❡ ❤♦✐❡❞✉❝②❝❧❡❡①♦❣♥❡✱❝❛ ❧❛♦✉✲❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥♥❡♣❡✉❡①✐❡❡♥✈❡✉
❞❡❧❛✓❧♦✐❞❡❙❛②✔✭❙❛②❬✶✽✹✻❪✱▲✐✈❡✶✱❈❤❛♣✳❳❱✿❉❡❞❜♦✉❝❤ ✮ ✉✐♣♦❡❝♦♠♠❡
♣✐♥❝✐♣❡✿✓♦✉❡♦✛❡❝❡❛♣♦♣❡❞❡♠❛♥❞❡✔✳❈❡❞♦✉❜❧❡♣❤♥♦♠♥❡✬❡①♣❧✐✉❡❝❤❡③
▼❛①♣❛ ❧❡❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥❛✈❛♥ ❡♠❡❞✉❝❛♣✐❛❧✳❈♦♠♠❡♥♦✉ ❧✬❛✈♦♥✈✉✱❡♥■■✳✶✳❜✱
❝❡❡♠✐❡❛✉❡❜✉❞✉❝❛♣✐❛❧❡ ❝❛✉❡♣❛❧❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡✳❈❡❧❛❡❝♦♠♣❡♥❞❛✐♠❡♥
✉❧❡❝✐❝✉✐❞❡♠❛❝❤❛♥❞✐❡❞❡▼❛①✳❈❡❝✐❝✉✐❡ ✉♥❡❡♣ ❡♥❛✐♦♥❞❡❧✬❝♦♥♦♠✐❡
✉✐♣❡♠❡ ❞❡❞✐ ♦❝✐❡❧❡❡❝❡✉❞❡❜✐❡♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✭K1✮❡❧❡❡❝❡✉❞❡❜✐❡♥❞❡
❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✭K2✮✳❈❡❞❡✉①❡❝❡✉ ❛❝❤ ❡♥❝❤❛❝✉♥✉♥❡✉❛♥✐ ❞✬❤❡✉❡❞❡ ❛✈❛✐❧✱❧❡
❝❛♣✐❛❧✈❛✐❛❜❧❡✭v1❡v2✮❛✉①♦✉✈✐❡ ✭H✮❡❞✉❝❛♣✐❛❧❞✐❝♦♥❛♥✭c1❡c2✮✱♥❝❡❛✐❡
❧❡✉♣♦❞✉❝✐♦♥✳❈❤❛❝✉♥❞❡ ❡❝❡✉ ❢❛✐✉♥❡♣❧✉✲✈❛❧✉❡p1❡p2✱❡ ♣❛❣♥❡✉♥❡♣❛✐❡✱
✸✽
s1❡s2✱❞❡❧❡✉ ❡✈❡♥✉✳❆✐♥✐✱♦♥♦❜✐❡♥❧❛✜❣✉❡✉✐✈❛♥❡✿
❋✐❣✉❡■■✳✶✕❈✐❝✉✐❞❡♠❛❝❤❛♥❞✐❡✱♦✉❧♦♥❬✷✵✶✶❛❪✭♣✳✺✼✮
▲♦ ✉❡♦✉❡❧❛✈❛❧❡✉❡ ❛❧✐ ❡✱♦♥❛♣♦✉❝❤❛✉❡♣❧❡❧✬❣❛❧✐ ❞❡❧❛♦♠♠❡❞❡
✢✉①❡♥❛♥ ❡❞❡✢✉①♦❛♥ ❞❡♣❧❡❡✐❧❡ ❛❧♦ ♣♦ ✐❜❧❡❞✬❛❜❧✐❛✉①♣❧❡✭K1✮
❡✭K2✮❧❡✐❞❡♥✐ ✉✐✈❛♥❡✿
c1+c2+s1p1+s2p2=c1+v1+p1 ✭■■✳✶✮
v1+v2+(1−s1)∗p1+(1−s2)∗p2=c2+v2+p2 ✭■■✳✷✮
❈❡ ❣❛❧✐ ♦♥ ♦♠♣✉❡❞ ❧♦ ✉❡❧❡❝❛♣✐❛❧♥❡❡ ❛❧✐❡♣❛ ✉ ❧✬❡♥❡♠❜❧❡❞❡
❧❛♣✐♦❞❡✱❝✬❡✲✲❞✐❡✐❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡♠♦❛❧❡❡ ✐♥❢✐❡✉❡ ❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡♣❤②✐✉❡
✭D<T✮✳❉❛♥❝❡❝❛✱♥♦✉❛✈♦♥✉♥❛✐♦✿D/T<1✳◆♦♦♥t=D/T✳❆✐♥✐✱♦✉❧❡
✢✉①✱ ♣❛ ❝❡✉①❞❥✐♥✈❡✐❡♥❞❜✉ ❞❡♣ ✐♦❞❡✱✬✐♥❡♦♠♣❡♥✱❧❡❝❛♣✐❛❧✱♠✐❤♦
❞✬✉❛❣❡♥❡♣♦✉✈❛♥♣❧✉❝❡❞❡✐❝❤❡❡❀♦♥❛❛❧♦ ❧❡✐♥❣❛❧✐ ✉✐✈❛♥❡✿
c1+c2+t[s1p1+s2p2]>c1+t[v1+p1] ✭■■✳✸✮
t[v1+v2+(1−s1)p1+(1−s2)p2]<c2+t[v2+p2] ✭■■✳✹✮
✭■■✳✸✮❡①♣✐♠❡✉♥❡❞❡♠❛♥❞❡❞❡❜✐❡♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❛❞❡ ❡❛✉♣❧❡K1 ✉♣ ✐❡✉❡
❧✬♦✛❡❞❡❝❡♣❧❡✱❛♥❞✐ ✉❡✭■■✳✹✮❡①♣✐♠❡✉♥❡❞❡♠❛♥❞❡❞❡❜✐❡♥❞❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥
❛❞❡ ❡❛✉♣❧❡K2✐♥❢✐❡✉❡ ❧✬♦✛❡✳❖♥❛❛✐♥✐✉♥❡①❝ ❞❡❞❡♠❛♥❞❡❞❡❜✐❡♥ ❞❡
♣♦❞✉❝✐♦♥✭✉✲❛❝❝✉♠✉❧❛✐♦♥✮❡✉♥❞✜❝✐❞❡❞❡♠❛♥❞❡❞❡❜✐❡♥❞❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✭♦✉✲
✸✾
❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✮✳❖♥✈♦✐ ✉❡❧❡ ❞❡✉①♣❤♥♦♠♥❡ ♦♥❡♥❢❛✐ ✉✐✈❛❧❡♥✳❉ ❧♦✱❧❡
♣❤♥♦♠♥❡❞❡ ✉✲❛❝❝✉♠✉❧❛✐♦♥♦✉❞❡♦✉✲❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❡ ❞✬❛✉❛♥♣❧✉ ❢♦ ✉❡
❡ ❢❛✐❜❧❡✱♦✉✱✐❚❡ ✜①❡✱ ✉❡❧❛❞✉ ❡❞❡✈✐❡♠♦❛❧❡❉❞✐♠✐♥✉❡✳❖✱❝♦♠♠❡♥♦✉
❧✬❛✈♦♥✈✉❡♥■■✳✶✳❜✱❉❞✐♠✐♥✉❡❛✈❡❝❧✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡❡♥❡❧❡❝❛♣✐❛❧✐❡✳
❆✐♥✐✱❝❤❡③ ▼❛①✱❧❛♠♦♥❞✐❛❧✐❛✐♦♥✐♠♣❧✐✉❡✉♥❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡ ✉✐
❞✐♠✐♥✉❡❧❛❞✉ ❡❞❡✈✐❡♠♦❛❧❡❞✉❝❛♣✐❛❧✳▲❡❞♦✉❜❧❡♣❤♥♦♠♥❡❞❡✉✲❛❝❝✉♠✉❧❛✐♦♥❡
❞❡ ♦✉✲❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❛♣♣❛❛✐❞✬❛✉❛♥♣❧✉ ❛♣✐❞❡♠❡♥ ✉❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡❡① ✐❡✉❡
❡ ✈✐✈❡✳▲❡❝②❝❧❡✱❝❤❡③▼❛①✱❡ ❛❧♦ ❝♦♠♣♦ ❞❡❞❡✉①♣❤❛❡✿❧❛♣❡♠✐❡❡ ✉♥❡♣❤❛❡
❞✬✐♥✈❡ ✐❡♠❡♥❡❞❡❝♦✐❛♥❝❡❝♦♥❝♦♠✐❛♥❡❛✈❡❝❧✬♦✉✈❡✉❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡✱❧❛❡❝♦♥❞❡
✉✈✐❡♥❧♦ ✉❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡✱♥♦❛♠♠❡♥❡① ✐❡✉❡✱❡①❡❝❡✉❧❡❡♥❡♣✐❡✜♥✐♣❛
❧❡♠❡ ❡❞❛♥✉♥❡✐✉❛✐♦♥✜♥❛♥❝✐❡✐♥♦✉❡♥❛❜❧❡✭D<τ✮✳❈❡❡❝♦♥❝✉❡♥❝❡✐♠♣❧✐✉❡
❧✬✐♥❝❛♣❛❝✐ ❞❡ ✜♠❡ ❧❡♣❧✉ ❢❛❣✐❧❡ ✜♥❛♥❝❡ ❧❡✉ ✐♥✈❡✐❡♠❡♥ ❡❧❛❞✐♠✐♥✉✐♦♥
❞❡ ❛❧❛✐❡❞❛♥❧❛✐❝❤❡❡♣♦❞✉✐❡✳■❧♥❡❡❡❛❧♦ ✉❧❡♠❛❝❤ ✉❡❧❡❡♥❡♣✐❡❧❡
♣❧✉ ♦❜✉❡✳▲❛❞✐♠✐♥✉✐♦♥❞✉♥♦♠❜❡❞❡✜♠❡ ✐♠♣❧✐✉❡✉♥❡♣❧✉ ❢❛✐❜❧❡❝♦♥❝✉❡♥❝❡
❡✉♥❡❡♣✐❡❞✉❝②❝❧❡✳
❆✐♥✐✱❧✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡♦✉❧✬♦✉✈❡✉❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡❞❡✐♥❡❧❡❝②❝❧❡
❝❤❡③▼❛①✳▲❡♣❤❛❡❞❡❞♣❡✐♦♥♦✉❧✬❛✉❣♠❡♥❛✐♦♥❞✉❛✐♦D<τ♦♥♣♦✉❝♦♥✲
✉❡♥❝❡❧❛✉✲❛❝❝✉♠✉❧❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❡❧❛♦✉✲❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✳▲❡❝②❝❧❡❝❤❡③▼❛①❡
❞❡ ✐♥❡❛❧♦ ❞❡❧❛♠❛♥✐ ❡✉✐✈❛♥❡✿
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■■✳✷ ▼♦♥❞✐❛❧✐❛✐♦♥❡❝②❝❧❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡❝❤❡③❑❡②♥❡
■■✳✷✳❛ ❑❡②♥❡✿❞✉❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣✐♠❡❛✉♣ ♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡
♦✉❧♦♥❬✷✵✶✶❜❪❡▼❛✉✐♥❬✷✵✶✵❪♦♥✉♥❡✈✐✐♦♥❞❡❧✬❤✐♦✐❡❞❡❧❛♣❡♥❡❝♦♥♦♠✐✉❡
❞❡❑❡②♥❡❜✐❡♥❞✐✛ ❡♥❡❞❡❧❛♣❧✉♣❛ ❞❡❛✉❡❛✉❡✉✳■❧❝♦♥✐❞❡♥❑❡②♥❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❧✐❜ ❛❧❞❡✈❡♥✉♣♦❡❝✐♦♥♥✐❡✳◆♦✉ ❡✐❡♥❞♦♥✱❞❛♥❝❡❡❡❝✐♦♥✱❝❡❡✈✐✐♦♥❞❡❧❛
♣❡♥ ❡❞❡❑❡②♥❡ ✉✐❧❡❛♣♣♦❝❤❡❛❧♦ ❞❡❧❛❤♦✐❡♠❛①✐❡❞✉♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡✳❑❡②♥❡
✬✐♥ ❡❡❛✉♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡❞❛♥ ❧✬❆♥❣❧❡❡❡❞❡❛♥♥❡ ❡♥❡✳■❧❝♦♥✐❞❡ ✉❡✓❧❡
❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣❡ ❛✐♣ ❡♥ ♥♦♥ ❡✉❧❡♠❡♥❝♦♠♠❡✉♥❡❞♦❝✐♥❡✉❡ ♦✉❡♣❡♦♥♥❡❛✲
✐♦♥♥❡❧❡❡✐♥ ✉✐❡♥❡❛✉❛✐♠❡ ❡❡♥❞♦✉❡✱♠❛✐❡♥❝♦❡❝♦♠♠❡✉♥❡♣❛✐❡✐♥❣❛♥❡
❞❡❧❛❧♦✐♠♦❛❧❡✔✭❑❡②♥❡❬✶✾✽✵✮✱❝♦❧❡❝❡❞✇✐✐♥❣✱✈♦❧✳❳❳■✱♣✳✷✸✸✮❪✳◆♦✉✈❡♦♥ ✉❡
❑❡②♥❡✱❧✈❡❞❡▼❛❤❛❧✱❛ ✉♥❧✐❜ ❛❧❥✉ ✉✬ ❧❛❝✐❡❞❡❛♥♥❡✶✾✸✵✳➚♣❛✐❞❡
❛♥♥❡✶✾✸✵✱✐❧❢❡❛❧❛♣♦♠♦✐♦♥❞✬✉♥♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡❝✐❝♦♥❛♥❝✐❡❧♦✉❞❡♦✐❡❞❡❝✐❡✳
■❧❢❛✉❞❛❛❡♥❞❡▲❛❚❤♦✐❡❣♥ ❛❧❡❡♥✶✾✸✻♣♦✉✈♦✐ ❡❞❡✐♥❡✉♥❝✐❝✉✐ ❝♦♥♦♠✐✉❡
❛✐♥✐✉✬✉♥❡❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✉✐❞♣❡♥❞❞❡❧✬✐♥❡♥✐ ❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡✱❝✬❡✲✲❞✐❡❞❡
❧✬♦✉✈❡✉❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡✳
❑❡②♥❡ ❛✐✲✐❧♣♦❡❝✐♦♥♥✐❡♦✉❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣✐❡❄●♥ ❛❧❡♠❡♥✱❧❡ ❝♦♥♦♠✐❡
❝❧❛❡♥❑❡②♥❡ ❝♦♠♠❡✉♥❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣✐❡✳■❧❡✐♠❡♥ ✉❡❧❡♣♦✐✐♦♥♣♦❡❝✐♦♥♥✐❡
❞❡❑❡②♥❡ ♦♥ ❞❡ ♣♦✐✐♦♥❡①❝❡✐✈❡✈♦✐❡❝♦♥❛✐❡ ❛♣♦♣❡♣❡♥❡✱❝❛♣✐❡
❞❛♥✉♥❝♦♥❡①❡❞❡❣❛♥❞❡❝✐❡✭❝✐❡❞❡✶✾✷✾✮✳▼♦❣❣✐❞❣❡❬✶✾✾✷❪❛♦✉❧✐❣♥❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡❧✬❞✉❝❛✐♦♥❧✐❜❛❧❡ ✉❡❑❡②♥❡ ❛❡✉❥✉ ✉✬ ♦♥❡♦✉♥❡♠❡♥♣♦❡❝✐♦♥♥✐❡ ✉❡
❧✬❛✉❡✉✐♠♣✉❡ ❧❛❝✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡❞❡ ❛♥♥❡✶✾✸✵✳▼❛❦✇❡❧❬✷✵✵✻❪✱✐♥♣✐ ♣❛❊✐✲
❝❤❡♥❣❡❡♥❬✷✵✵✻❪❡■✇✐♥❬✶✾✾✻❪✱♠♦♥ ❡ ✉❡❑❡②♥❡ ❡ ♣❛ ♣❛ ✉❛ ❡ ❛♣❡ ✉ ❝❡
✉❥❡✱❝❡❧❡❞✉✓❧✐❜❡❝❤❛♥❣✐❡✔✱♣✉✐❝❡❧❡✓❧✐❜❛❧✐♥✐✉✐♦♥♥❛❧✐❡✔✱❝❡❧❡❞✉✓♣♦❡❝✲
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✹✶
♦♥ ❡♥ ❞❡♣♦✐✐♦♥♥❡❑❡②♥❡ ❝♦♠♠❡✉♥❧✐❜❛❧✱❡♥❢❛✈❡✉ ❞✬✉♥♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡❞❡
❝✐❝♦♥❛♥❝❡❢❛❝❡ ❧❛❝✐❡❞❡❛♥♥❡ ❡♥❡✳❆✐♥✐✱❑❡②♥❡❡ ❧❡✉ ②❡✉①✉♥❧✐❜❡✲
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✓❛ ♥✉❛♥❡✔❧❛❝✐❡❞❡✶✾✷✾✳▼❛✉✐♥❬✷✵✶✵❪♣❡♥❡❜✐❡♥❛✉❝♦♥❛✐❡ ✉❡❧❡ ♣♦✐✐♦♥
♣♦❡❝✐♦♥♥✐❡♣✐❡♣❛❑❡②♥❡ ❡❧✈❡♥❞✬✉♥❝❤❛♥❣❡♠❡♥ ✢❝❤✐❞❛♥ ♦♥♦✐❡♥❛✐♦♥
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❑❡②♥❡✱❞❡❛❥❡✉♥❡❡❝❛♠❜✐❞❣✐❡♥♥❡ ♦♥❝✐❝✉✐♠♦♥ ❛✐❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳▲❛ ✈♦❧✉✲
✐♦♥❦❡②♥✐❡♥♥❡❛❜♦✉✐✲❡❧❡ ✉♥❡❤♦✐❡❞✉♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡♦✉❑❡②♥❡ ❛✲✲✐❧♣✐❞❡
♣♦✐✐♦♥✓♣♦❡❝✐♦♥♥✐❡✔✱❡♥✉❣❡♥❝❡♦✉❧✬❡✛❡❞❡❧❛❝✐❡❄▲❡ ❝✐ ❞❡❑❡②♥❡✱
❛✐♥✐✉❡❧❛❤♦✐❡❞✉❝✐❝✉✐✱♥♦✉❡♥✈♦✐❡♥ ✉♥❡❤♦✐❡❞✉♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡♣❧✉ ❛❜♦✉✐
✉❡♥❡❧❡♣ ❡♥❞❡♥❧❡ ❝♦♥♦♠✐❡❝❧❛❛♥❑❡②♥❡ ❝♦♠♠❡❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣✐❡✳
■■✳✷✳❛✳∗ ❑❡②♥❡ ✱❧❡❧✐❜ ❛❧
▲✬❞✉❝❛✐♦♥❞❡❑❡②♥❡❛✉♣ ❞✬❆✢❡❞▼❛❤❛❧❡ ♦♥❡♥❣❛❣❡♠❡♥❛✉❡✐♥❞✉♣❛✐
❧✐❜❛❧❛♥❣❧❛✐ ❧✬❛♠♥❡♥ ❝✐❡❡♣❡♥❞❡♣♦✐✐♦♥❡♥❢❛✈❡✉❞✉❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣❡✳❉❛♥
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♠✐❧✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡❡♥✶✾✸✶✳■❧❡✐♠❡❧❡ ❡❝❡❡❞✬✉♥❡❧❛✐❢ ✹✵♠✐❧✐♦♥❞❡❧✐✈❡✱♦✐
✉♥ ✐❡ ❞✉❞✜❝✐✳❛❛❧❧❡♠❡♥✱✐❧♣♦♣♦❡✉♥❡✉❜✈❡♥✐♦♥❛✉①❡①♣♦❛✐♦♥❞✉♠♠❡
❛✉①✿❛✐♥✐❧❡♣❡ ❡❝❛✉❡♣❛ ❧❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✐♥❡♠❞✐❛✐❡✐♠♣♦ ❡♣❡✉✈❡♥
❡ ❝✉♣ ❡♣❛❧❡❡①♣♦❛❡✉✳
▲❡✷✶ ❡♣❡♠❜❡✶✾✸✶✱❧❛●❛♥❞❡✲❇❡❛❣♥❡❛❜❛♥❞♦♥♥❡❧✬ ❛❧♦♥✲♦✱❝❡✉✐❞✈❛❧✉❡❧❛
❧✐✈❡ ❡❧✐♥❣❡❛♠❧✐♦❡❧❛❝♦♠♣✐✐✈✐ ❜✐❛♥♥✐✉❡✳❑❡②♥❡❞❧❛✐❡❛❧♦ ♦♥❞✐❝♦✉ ❡♥
❢❛✈❡✉❞❡❞♦✐ ❞❡❞♦✉❛♥❡✳▼❛✐ ✬✐❧❝♦♥✐❞❡✉✬✐❧❢❛✉ ❡♥♦♥❝❡❛✉①♣❛✐✉❡ ❛✐❢❛✐❡✱
✐❧♥✬❡♥❡❡♣❛♠♦✐♥ ✉❡❧❛❞✈❛❧✉❛✐♦♥❡ ♣♦✉ ❧✉✐✉♥❡❢♦♠❡❞❡♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡
❡✣❝❛❝❡✿✓▲❡ ❛✐❢✱❡❧ ✉✬✐❧❡①✐❡♥❞❛♥❧❡♠♦♥❞❡❛❝✉❡❧✱♦♥✉♥✢❛✉♣✐♠♦❞✐❛❧✭✳✳✮✳
❉❡♣❧✉✱❧❛❞♣ ❝✐❛✐♦♥❞❡❧❛❧✐✈❡ ❡❧✐♥❣❛ ❛❥✉ ❧❡❝♦ ❜✐❛♥♥✐✉❡ ❛✉①❝♦
♠♦♥❞✐❛✉①❞❡♠❛♥✐ ❡♣❧✉❡✣❝❛❝❡✉✬✉♥❛✐❢♥✬❛✉❛✐♣✉❧❡❢❛✐❡❡❛❣❛♥❞❡♠❡♥❛✛❛✐❜❧✐
❧❛❥✉✐✜❝❛✐♦♥❞❡❛①❡♣♦❡❝✐✈❡✳✔✭❑❡②♥❡❬✶✾✽✷❪❀❝♦❧❡❝❡❞✇✐✐♥❣✱✈♦❧✳❳❳■✱♣✳✶✵✸✮✳
▲❛❝✐❡❞❡✶✾✷✾❡ ❧✬♦❝❝❛✐♦♥♣♦✉❑❡②♥❡ ❞❡✬❡①♣✐♠❡❞❛✈❛♥❛❣❡✉❧❡♣♦❡❝✐♦♥✲
♥✐♠❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡✳■❧ ❡♠♦♥❡✱❞✉❛♥❝❡❡♣✐♦❞❡✱❝♦♠♠❡✉♥♣♦❡❝✐♦♥♥✐❡♣❛❣✲
♠❛✐✉❡✿❧❡❢♦♥❞❡♠❡♥ ❤♦✐✉❡❞✉♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡♥❡ ♦♥♣❛❡♥❝♦❡♣ ❡♥ ❞❛♥
♦♥❞✐❝♦✉✳❈❡❡♣✐♦❞❡❞♦♥♥❡❞❛✈❛♥❛❣❡❛✐♦♥ ❝❡✉①✉✐❝♦♥✐❞❡♥❑❡②♥❡ ❝♦♠♠❡
♣❛ ✐❛♥❞✬✉♥♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡✓ ❛❧✈❛❡✉✔✳❊♥✶✾✸✸✱✐❧♣❡♥❞ ♥♦✉✈❡❛✉❧❛✈♦✐❡❞✉♣♦✲
❡❝✐♦♥♥✐♠❡❀✐❧ ❝✐♥♦❛♠♠❡♥❞❛♥ ♦♥❛✐❝❧❡▲✬❛✉♦✉✣❛♥❝❡♥❛✐♦♥❛❧❡❡✱❜✐❡♥♣❧✉
❛❞❡♥❝♦❡✱✐❧❞❢❡♥❞❛❧❡♣✐♥❝✐♣❡❞❡✉♦❛❞✬✐♠♣♦ ❛✐♦♥❝♦♠♠❡ ❛♥♣ ❢❛❜❧❡ ✉♥❡
❞♣ ❝✐❛✐♦♥♠♦♥❛✐❡✱❝♦♥❡❞✐❛♥✱❞✉❡❡✱♦♥❝♦♠♠❡♥❛✐❡❞✉❜✉❞❣❡❜✐❛♥♥✐✉❡
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❑❡②♥❡ ❡ ✉♥❧✐❜ ❛❧❝♦♥❛✐❞✉❛♥❧❛❝✐❡❞❡✶✾✷✾❀♣❡♥❞❛♥❧❛✉❡❧❡✐❧❡ ❢✉❣✐❡
❞❡ ✐❡✉♥♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡❞❡❝✐❝♦♥❛♥❝❡✳❈❡♣❡♥❞❛♥✱❧❡❜❛❝✉❧❡♠❡♥❞❡ ❛♣❡♥ ❡
✈❡ ❧❛❤♦✐❡❞✉❝✐❝✉✐❛ ❣❛❧❡♠❡♥ ❛✈♦✐ ❞❡ ❝♦♥ ✉❡♥❝❡ ✉ ❛♣♦✐✐♦♥❞❛♥❧❡
❞❜❛ ❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣❡✴♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡✳❙❛❝✐✐✉❡❞✉♠♦❞❧❡❧✐❜❛❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡❞✬✉♥❡
❝✐✐✉❡❝♦♥❥♦✐♥❡❞✉❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣❡✳■❧❝♦♥✐❞❡❞✬❛✐❧❡✉ ✉❡❧❛♣♦✐✐♦♥❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣✐❡
❡ ✓✐♥❡❧❡❝✉❡❧❡♠❡♥ ❡♥❛❜❧❡✔✭❑❡②♥❡❬✶✾✽✶❪❀❝♦❧❡❝❡❞✇✐♥✐♥❣✱✈♦❧✳❳❳✱ ✳✹✾✻✮
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❑❡②♥❡ ❛❝❝❡♣❡❧❛❡♠❛ ✉❡♠✐❤♦✲✐❝❛❞✐❡♥♥❡❞❡❧❛❞✐✈✐✐♦♥✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧❡❞✉ ❛✈❛✐❧
✉✐❛♣♣♦ ❡❞❛✈❛♥❛❣❡❞❡❣❛✐♥✳❈❡❡❝♦♥❝❡✐♦♥♥❡✐❣♥✐✜❡♣❛♣♦✉❧✉✐✉♥❡♣❝✐❛❧✐❛✐♦♥
♦❛❧❡❡ ♠❛①✐♠✉♠✳■❧✐♦♥✐❡♠♠❡ ✉ ❧✬❛❧✐♥❛✐♦♥❞❡ ❛✈❛✐❧❡✉ ❧❛❝❤❛✐♥❡❡❧❛
♣❝✐❛❧✐❛✐♦♥ ♦✉❛♥❝❡✿
❙✐✱♣❛❧❛♣❝✐❛❧✐❛✐♦♥❞✉♣❛②❞❛♥✉♥❡❞❡♠✐✲❞♦✉③❛✐♥❡❞❡❜✐❡♥♣♦❞✉✐
❡♥♠❛❡❡❧❡❝♦♥✜♥❡♠❡♥❞❡ ❡ ❛✈❛✐❧❡✉ ✉♥❛❝❡ ♣ ✐✐❢❞✬✉♥❡♠✐✲
♥✉❡ ❧❛❝❤❛♥❡❞✉❛♥ ♦✉❡❧❡✉✈✐❡✱✐❧❡ ♣♦ ✐❜❧❡❞❡❞❡✈❡♥✐✉♥♣❡✉♣❧✉
✐❝❤❡✱❞❡✈✐♦♥✲♥♦✉ ♦✉ ❝❧❛♠❡❛❧♦ ❧❛❞❡ ✉❝✐♦♥✐♠♠❞✐❛❡❞❡❧✬✐♥♣✉✐✲
❛❜❧❡✈❛✐ ❞❡♥♦ ✐♥❞✉ ✐❡❡❛✐❛♥❛ ✉✐❢♦♥ ♦❜❛❝❧❡ ❧❛❣❧♦✐❡✉❡
❝♦♥✉ ❡❞✉❞❡❣ ♠❛①✐♠✉♠❞❡ ♣❝✐❛❧✐❛✐♦♥❄✭❑❡②♥❡❬✶✾✽✷❪❀❝♦❧❡❝❡❞✇✐✲
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❞❡❧❛♣❝✐❛❧✐❛✐♦♥❞❛♥❧❡❝❛♣✐❛❧✐♠❡✐♥❞✉ ✐❡❧✳❙❡❧♦♥❧✉✐✱❧❡❜✐❡♥♠❛♥✉❢❛❝✉ ♣❡✉✈❡♥
❡♣♦❞✉✐ ❛✈❡❝❧❛♠♠❡❡✣❝❛❝✐ ❞❛♥ ♦✉❧❡♣❛②✳❆✐♥✐✱✐❧❝✐✿
❯♥♥✐✈❡❛✉ ❧❡✈❞❡ ♣❝✐❛❧✐❛✐♦♥✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧❡✱❡ ♥❝❡❛✐❡❞❛♥✉♥
♠♦♥❞❡ ❛✐♦♥♥❡❧✱❝❤❛✉❡❢♦✐ ✉✬✐❧❡ ❞✐❝ ♣❛ ❞✬✐♠♣♦ ❛♥❡❞✐✛ ❡♥❝❡❞❡
❝❧✐♠❛✱❞❡❡♦✉❝❡♥❛✉❡❧❡✱❞❡♥✐✈❡❛✉❞❡❝✉❧✉❡❡❞❡❞❡♥✐ ❞❡♣♦♣✉✲
❧❛✐♦♥✳▼❛✐✱♣♦✉✉♥❡❣❛♠♠❡❞❡♣❧✉ ❡♥♣❧✉❧❛❣❡❞❡♣♦❞✉✐ ✐♥❞✉ ✐❡❧✱
❡♣❡✉✲ ❡❣❛❧❡♠❡♥❞❡♣♦❞✉✐ ❛❣✐❝♦❧❡✱❥❡♥❡♣❡♥❡♣❛ ✉❡❧❡ ♣❡ ❡
❝♦♥♦♠✐✉❡ ❞✉❡ ❧✬❛✉♦✉✣❛♥❝❡♦✐❡♥ ✉♣ ✐❡✉❡❛✉①❛✈❛♥❛❣❡❛✉❡
✉✬❝♦♥♦♠✐✉❡ ✉❡❧✬♦♥♣❡✉♦❜❡♥✐❡♥❛♠❡♥❛♥♣♦❣❡✐✈❡♠❡♥❧❡♣♦❞✉✐
❡❧❡❝♦♥♦♠♠❛❡✉❞❛♥ ❧❡❣✐♦♥❞✬✉♥❡♠♠❡♦❣❛♥✐❛✐♦♥❝♦♥♦♠✐✉❡❡
✜♥❛♥❝✐ ❡♥❛✐♦♥❛❧❡✳▲✬❡①♣✐❡♥❝❡♣♦✉✈❡❝❤❛✉❡❥♦✉✉♥♣❡✉♣❧✉ ✉❡❜❡❛✉✲
❝♦✉♣❞❡♣♦❝❡✉ ♠♦❞❡♥❡ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❞❡♠❛❡♣❡✉✈❡♥ ❡♠❛ ✐
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❡♥❡♣✐❡ ✉✐♦♥❧✬✐♥✈❡✐❡♠❡♥♥❡✱I✱❡❧❡❝♦ ❞✬✉❛❣❡❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✱U✱❝❡❧✉✐✲❝✐
❡❣♦✉♣❛♥❧❡❝♦ ♥♦♥❣♥ ❛❡✉ ❞❡❡✈❡♥✉✱ ❛✈♦✐❧❛❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✐♥❡♠❞✐❛✐❡
✭CI✮❡❧❛❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡✭CCF✮✱❞❡♦❡ ✉❡U=CI+CCF✳■❧②❛
✹✽
❡♥✉✐❡❧❡ ✉❛ ❡✢✉①✐♥❡✲♣❧❡✿Y✭❡✈❡♥✉✱❡❡♥✐❡❧❡♠❡♥❛❧❛✐❛✉①✱❞✐ ✐❜✉ ♣❛❊
▼✮✱C✭❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✜♥❛❧❡✮✱S✭♣❛❣♥❡♥❡❡❞❡▼✮✱F✭❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥♦✉
❛✉❣♠❡♥❛✐♦♥♥❡❡❞❡♣❛ ✐❢✜♥❛♥❝✐❡ ❞❡❊✮✳❚♦✉❝❡✢✉①❡❛♣♣♦❡♥ ✉♥❡♣ ✐♦❞❡
❞❡❡♠♣❞♦♥♥❡✳❉✉❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡✱♦♥♣❡✉❛❧♦ ❞♦♥♥❡❞❡✉①❡♣ ❡♥❛✐♦♥ ✉✐✈❛✲
❧❡♥❡✿❧✬✉♥❡✱❣❛♣❤✐✉❡✱❧✬❛✉ ❡✱❝♦♠♣❛❜❧❡✱♦ ❧❡✢✉①✬✐♥❝✐✈❡♥❞❛♥❞❡❝♦♠♣❡
❞♦✉❜❧❡❝♦❧♦♥♥❡✱❧❛❝♦❧♦♥♥❡❣❛✉❝❤❡❝♦♠♣♦ ❛♥❧❡✢✉①♦❛♥✱❧❛❝♦❧♦♥♥❡❞♦✐❡❧❡✢✉①
❡♥❛♥✳❈❡❞❡✉①❡♣ ❡♥❛✐♦♥✜❣✉❡♥❝✐✲❞❡♦✉✿
❋✐❣✉❡■■✳✸✕❈✐❝✉✐❦❡②♥ ✐❡♥❞❡❜❛❡✱ ♦✉❧♦♥❬✶✾✽✷✱✷✵✶✶❛❪
▲❡❝✐❝✉✐❡ ✉✐❧✐❜ ✭❣❛❧✐ ❞❡❧❛ ♦♠♠❡❞❡ ✢✉① ♦❛♥ ❡❞❡❧❛ ♦♠♠❡❞❡
✢✉①❡♥❛♥✮❡♥❝❤❛✉❡♣❧❡♦✉❝❤❛✉❡❝♦♠♣❡✱❞ ❧♦ ✉❡❧❡❡❝❡♥❡♠❡♥❞❡✢✉①❡
❡①❤❛✉✐❢❡ ✉✬✐❧♥✬②❛♣❛❞✬❡ ❡✉❞❡♠❡✉❡✱❝❡✉✐❡ ❛❞♠✐✳
❈❡❝❛❞❡❡ ❝❡❧✉✐❞❡❧❛❚❤♦✐❡❣♥ ❛❧❡✱♠❛✐❛✉✐❧❡♣❧✉✐♠♣❧❡❡♣♦♣✐❝❡✱❝❡♣❡♥❞❛♥
✉♥❡♣❡♠✐❡❞✜♥✐✐♦♥❞✉❡✈❡♥✉✱ ❧✬❡①♣❡✐♦♥❞❡❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❦❡②♥✐❡♥♥❡❞❡❝✐❡❡
♠♠❡ ✉♥❡♣❡♠✐❡❛♥❛❧②❡❞❡❝❛✉❡❞❡❧❛❝✐❡✳
▲❡ ❡✈❡♥✉❣❧♦❜❛❧ ▲❡ ❡✈❡♥✉❣❧♦❜❛❧♦✉❡✈❡♥✉❞❡❧❛❝♦♠♠✉♥❛✉✱♥♦ R✱❡ ❞✜♥✐✱
❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡✱❝♦♠♠❡❧❡ ❡❝❡❡❞❡❊♥❡ ❡❞❡❧❡✉❝♦ ❞✬✉❛❣❡✱♦✐✿
R=(U+I+C)−U ✭■■✳✺✮
♦✉✿
R=I+C ✭■■✳✻✮
✹✾
❈✬❡ ❧❧✬❡①♣❡✐♦♥❧❛♣❧✉ ✐♠♣❧❡❞✉❡✈❡♥✉❣❧♦❜❛❧✱❡♥❝♦♥♦♠✐❡❢❡♠❡✳❯♥❡❛✉❡
❡①♣❡✐♦♥✱ ✉✐✈❛❧❡♥❡ ❝❡❧❡✲❝✐✱❝♦♥❞✉✐ ❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✳
❈♦♥❞✐✐♦♥❦❡②♥✐❡♥♥❡❞❡❝✐❡ ▲✬❡①♣❡✐♦♥■■✳✻❡❧✬✉✐❧✐❜❡❝♦♠♣❛❜❧❡❡♥❊❝♦♥❞✉✐❡♥
✿
R=Y+I−F ✭■■✳✼✮
♦ Y❡ ❧❛♣❛✐❡❞✐ ✐❜✉❡❞❡R✱❡I−F ❛♣❛✐❡♥♦♥❞✐ ✐❜✉❡✱❣❛❧❡♠❡♥❛♣♣❡❧❡
❡✈❡♥✉❞❡❡♥❡♣❡♥❡✉ ♦✉♣♦✜✭♥❡✮♥♦♥❞✐ ✐❜✉❀❝✬❡ ❛✉✐❧✬♣❛❣♥❡✭♥❡❡✮❞❡❊
♦✉❡♥❝♦❡❧✬❛✉♦✜♥❛♥❝❡♠❡♥❞❡❧✬✐♥✈❡ ✐❡♠❡♥✭♥❡✮I✳
▲✬✐♥✈❡ ✐❡♠❡♥♥❡I❡ ❧✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞✉♣❛ ✐♠♦✐♥❡❞❡❡♥❡♣✐❡❞❛♥❧❛♣✐♦❞❡
♦✉✱✐❧✬♦♥♣❢❡✱❧❛✐❝❤❡❡❛❝❝✉♠✉❧❡♣❛❝❡❧❡✲❝✐❞❛♥❧❡❡♠♣❝♦♥✐❞ ✱❞❡♦❡
✉❡✱ ✐I≥F✭♦✉I−F≥0✮✱❝❡❡✐❝❤❡❡❝♦♥✐✉❡✱❛✉①②❡✉①❞❡ ❝❛♥❝✐❡ ❇❞❡
❊✱✉♥❣❛❣❡♣❧✉ ✉❡ ✉✣❛♥✭❛✉♠♦✐♥ ✉✣❛♥✮♣♦✉❧❡❡♠❜♦✉❡♠❡♥❞❡F✳❙✐✱❛✉
❝♦♥❛✐❡✱I<F♦✉I−F>0✱❧❡❡♥❡♣✐❡♥❡♣♦✉ ♦♥ ❡♠❜♦✉❡❋ ✉❧❛❜❛❡❞✉
❡✈❡♥✉❝♦✉❛♥ ✉✬❝♦♥❝✉❡♥❝❡❞❡I✳▲❡❡❡✱ ❛✈♦✐F−I>0✱♥✬❡ ❡♠❜♦✉❛❜❧❡✉❡
✉ ❧❛❜❛❡❞✉♣❛✐♠♦✐♥❡❞❡❡♥❡♣✐❡✱❝❡✉✐✐♠♣❧✐✉❡❧❛❧✐✉✐❞❛✐♦♥♣❛✐❡❧❡✱✈♦✐❡
♦❛❧❡✱❞❡❝❡❧❡✲❝✐✳❈✬❡ ♣♦✉ ✉♦✐❧✬✐♥❣❛❧✐ I−F<0✱❧♦ ✉✬❡❧❡ ❡✈ ✉♥❝❛❛❝ ❡
♠❛❝♦❝♦♥♦♠✐✉❡✱ ✐❣♥✐✜❡✉❡❧❡ ② ♠❡♣♦❞✉❝✐❢❡ ❡♥❢❛✐❧✐❡✳❆✉✐❝❡❡✐♥❣❛❧✐
❡✲❡❧❡❛♣♣❡❧❡❝♦♥❞✐✐♦♥❦❡②♥✐❡♥♥❡❞❡❝✐❡✳❊❧❡❝♦♥❞✉✐❞✐❡❝❡♠❡♥ ❧✬❛♥❛❧②❡❞❡
❝❛✉❡❞❡❧❛❝✐❡♦✉✱♣❧✉ ✱❞❡❧❛❝❛✉❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡❞❡❝✐❡❡♥❝♦♥♦♠✐❡♠♦♥❛✐❡❞❡
♣♦❞✉❝✐♦♥✳
❈❛✉❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡❞❡❝✐❡ ▲❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✬❝✐❛✉✐I/F<1✳❖♥♣❡✉
❝✐❡❣❛❧❡♠❡♥✿
I
F=
I
U∗
U
U+Y∗
U+Y
Y ∗
Y
S∗
S
F ✭■■✳✽✮
✺✵
❉✬♦ ✐❧ ✉❧❡ ✉❡IF <1 ✉✐✈❛✉ IU <α♦ α= sy1−y❛✈❡❝s= SY ✱♣♦♣❡♥✐♦♥
♣❛❣♥❡❞❡ ♠♥❛❣❡✱❡y= YU+Y ✱♣♦✐❞❞✉❝♦ ❛❧❛✐❛❧Y❞❛♥ ❧❡❝♦ ♦❛❧❞❡
♣♦❞✉❝✐♦♥(U+Y)❞❡❡♥❡♣✐❡✱❧❡❞❡✉①❝♦❡✣❝✐❡♥ s❡y ❛♥❝♦♥❛♥ ❛✉♠♦✐♥
❝♦✉ ❡♠❡✳▲❡ ❛✐♦I/U♣❡✉❞♦♥❝ ❡✉❜ ✐✉✱❧❡❝❛ ❝❤❛♥✱❛✉❛✐♦I/F❝♦♠♠❡
❛✐♦❞❡❝✐❡✳
❙❛❝❤❛♥ ✉❡U=CI+CCF✱♦♥❛IU = ICI+CCF ✳▲❡❛✐♦ ICCF ❡ ❧❡❝♦❡✣❝✐❡♥
❞❡♣❛ ❛❣❡❞❡❧✬✐♥✈❡✐❡♠❡♥❜✉ IB=I+CCF❡♥✐♥✈❡✐❡♠❡♥♥❡ ❡✐♥✈❡✐❡✲
♠❡♥ ❞❡❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥✭♦✉❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡✮✳❖❝❡❝♦❡✣❝✐❡♥❞♣❡♥❞❞✬✉♥
❛✐♦✿CCFIB✱❛♣♣❡❧✿✓✈✐❡❡❞❡♦❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧✔✳▲♦ ✉❡❝❡ ❡✈✐❡❡✬❛❝❝♦
♦✉❧✬❡✛❡❞✬✉♥❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❧✬✐♥❡♥✐ ❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡✱❧❛♣❛ ❞❡CCF❝♦ ❛✉
❞ ✐♠❡♥❞❡❝❡❧❡❞❡I✱❡❧❡❝♦❡✣❝✐❡♥ ICCF ❞❝♦✱❡♥❛♥❛♥❞❛♥ ❛❜❛✐❡IU❡ IF✳❙✐
❧✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❧✬✐♥❡♥✐ ❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡♣❡✐❡✱❧❛❜❛✐❡❞❡IU❞❡✈✐❡♥❞✉❛❜❧❡✱❡
✐❧✈✐❡♥❢❛❛❧❡♠❡♥✉♥♠♦♠❡♥♦ ❝❡❝♦❡✣❝✐❡♥❡ ✐♥❢✐❡✉❛✉❝♦❡✣❝✐❡♥❝♦♥❛♥α✳▲❛
❝✐❡✉❣✐❞♦♥❝♦✉❧✬❡✛❡❞✬✉♥❡①❝ ❞❡❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡✳❚❡❧❡❡ ❧❛❝❛✉❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡❞❡
❧❛❝✐❡❝❛♣✐❛❧✐❡❡❧♦♥❧✬❛♥❛❧②❡❞✉❝✐❝✉✐❦❡②♥ ✐❡♥✉✐✱❞✉❡❡✱❡❥♦✐♥ ✉❝❡♣♦✐♥
❧✬❛♥❛❧②❡♠❛①✐❡❞❡❝✐❡✈✉❡❡♥■■✳✶✳❜✳▲❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡❧❛♣❧✉✈✐✈❡ ❛♥❧❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡
✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧❡✱❧❡♣♦❡❝✐♦♥♥✐♠❡ ❡♠❜❧❡❥✉✐✜✳ ▼❛✐ ❧❛❣✐♦♥ ♥♦ ❡♠♦❞❧❡ ✉♥❡
❝♦♥♦♠✐❡♦✉✈❡❡♣♦✉✈♦✐❧❡ ✉❧❛ ✉❡♥♦✉♦❜❡♥♦♥✳
▲❡❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡❡ ❝❡❧✉✐❞✬✉♥❡❝♦♥♦♠✐❡❢❡♠❡❛✈❡❝❧✬➱❛♥♦♥❡①♣❧✐❝✐❡♠❡♥♣✐
❡♥❝♦♠♣❡✳■❧❝♦♥✈✐❡♥❞❡✈♦✐❝♦♠♠❡♥ ✈♦❧✉❡❧✬❛♥❛❧②❡✭❡✈❡♥✉❣❧♦❜❛❧✱❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✱
❝❛✉❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡❞❡❝✐❡✮❧♦ ✉✬♦♥❡♥♦♥❝❡ ❝❡ ✐♠♣❧✐✜❝❛✐♦♥✱❝✬❡✲✲❞✐❡❧♦ ✉✬♦♥
♣❛ ❡❛✉❝✐❝✉✐ ❧❛❣✐✳
■■✳✷✳❜✳† ▲❡❝✐❝✉✐ ❧❛❣✐
♦✉❧♦♥❬✷✵✶✶❛✱✭♣♣✳✼✺✲✼✼✮❪♣♦♣♦❡❣❛❧❡♠❡♥✉♥❝✐❝✉✐ ❧❛❣✐❝♦♠♣♦❛♥❝✐♥♣❧❡✿
❧❡ ♦✐♣ ❝❞❡♥ ✭❇✱❊✱▼✮❛✉①✉❡❧♦♥❛❥♦✉❡❧✬➱❛✭❆✮❡❧✬❊① ✐❡✉♦✉❘❡❡❞✉
♠♦♥❞❡✭❘❞▼✮✳❆✉① ✐①✢✉①❞✉❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡✬❡♥❛❥♦✉❡♥ ❡♣❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐ ❧❛❣✐✿
✉❛ ❡♦✉❝❤❡♥❧❡♣❧❡❆✱ ♦✐ ❧❡♣❧❡❘❞▼✳▲❡ ✉❛ ❡✢✉①❝♦♥❝❡♥❛♥ ❆ ♦♥✿Z✱
❧❡ ❛❧❛✐❡❡ ❛✐❡♠❡♥ ✈❡ ♣❛ ❆ ▼❀J✱❧✬✐♥✈❡✐❡♠❡♥♣✉❜❧✐❝✱❝✬❡ ✲✲❞✐❡❧❡
❛❝❤❛ ❞❡❜✐❡♥ ✐♥❡♠❞✐❛✐❡ ❡ ❞❡❜✐❡♥ ❞✬ ✉✐♣❡♠❡♥ ♣❛ ❆ ❊❀T✱❧❡ ❡❝❡❡
✜❝❛❧❡ ✉♣♣♦ ❡ ❡♦✉❡❡♥♣♦✈❡♥❛♥❝❡❞❡ ▼❀D✱❧❡❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥❞❡❆
✺✶
❝♦❡♣♦♥❞❛♥❛✉❞✜❝✐♣✉❜❧✐❝✱❝♦✉✈❡ ♣❛✉♥✜♥❛♥❝❡♠❡♥❞❡❇ ❆✱D=Z+J−T>0
✳▲❡ ♦✐✢✉①♦✉❝❤❛♥❘❞▼ ♦♥✿X✱❧❡❡①♣♦❛✐♦♥✭✈❡♥❡❞❡❜✐❡♥♦✉❡✈✐❝❡❞❡
❊ ❘❞▼✮❀H✱❧❡✐♠♣♦❛✐♦♥✭❛❝❤❛ ❞❡❜✐❡♥♦✉❡✈✐❝❡❞❡❊ ❘❞▼✮❀L✱❧❡♦❧❞❡
✜♥❛♥❝✐❡❝♦❡♣♦♥❞❛♥❛✉♦❧❞❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧✱♦✐L=H−X ✐❧❛❜❛❧❛♥❝❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡
❡ ❞✜❝✐❛✐❡✭X−H<0✮✱♦✐L=X−H✱✐❡❧❡❡ ❡①❝❞❡♥❛✐❡✭X−H>0✮✳❉❛♥
❝❡❝❛✭❞✬❡①❝❞❡♥ ❝♦♠♠❡❝✐❛❧✮✱L❡ ❞✐✐❣❞❡❇✈❡ ❘❞▼✱❧❡ ❡❡❞✉♠♦♥❞❡ ❛♥
❡♥❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✈✐✲✲✈✐❞✉♣❛②✳❉❛♥❧✬❛✉❡❝❛✭❞✜❝✐❝♦♠♠❡❝✐❛❧✮✱▲❡
♦✐❡♥ ❞❡❘❞▼✈❡ ❇✱❧❡ ❡❡❞✉♠♦♥❞❡ ❛♥❛❧♦ ❡♥❝❛♣❛❝✐ ❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✳
▲❡ ❝♦♠♣❡ ♦♥❧❡ ✉✐✈❛♥ ✿
❡♠✐❡❝❛✭X−H>0✮✿
❉❡✉①✐♠❡❝❛ ✭X−H<0✮✿
❈♦♠♠❡♣ ❝❞❡♠♠❡♥ ❧❡❝♦♠♣❡ ♦♥ ✉✐❧✐❜ ✱❛❝❤❛♥ ✉❡❧❡ ❡❝❡♥❡♠❡♥❞❡
✢✉①❡ ❡①❤❛✉✐❢❡❧❡✉♠❡✉❡❡①❛❝❡✳▲❛❞✜♥✐✐♦♥❡❧✬❡①♣❡✐♦♥❞✉❡✈❡♥✉❣❧♦❜❛❧♦♥
❛✛❡❝ ❡♣❛❧❡♣❛❛❣❡❛✉❝✐❝✉✐ ❧❛❣✐✳❊♥❡✈❛♥❝❤❡✱❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡❜♥✜❝✐❡❞✬✉♥❡
♦♥♥❛♥❡♣♦♣✐ ❞✬✐♥✈❛✐❛♥❝❡✱❝❡✉✐❝♦♥❞✉✐ ✉♥❡❛♥❛❧②❡❞❡❧❛❝❛✉❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡
❞❡❝✐❡❡♠❜❧❛❜❧❡ ❝❡❧❡❞❞✉✐❡❞✉❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡✳
✺✷
▲❡ ❡✈❡♥✉❣❧♦❜❛❧ ❆♣ ❡♥✱❞❡✉①♣❧❡✭❊❡❆✮❝♦♥ ✐❜✉❡♥❛✉♣♦❞✉✐✱❞♦♥❝❛✉
❡✈❡♥✉❣❧♦❜❛❧R✳
❖♥ ❝✐✿R=RA+RE✱♦RA❡ ❧❛❝♦♥✐❜✉✐♦♥❞❡❧✬➱❛✱RE❝❡❧❡❞❡❡♥❡♣✐❡✳
▲❛❝♦♥ ✐❜✉✐♦♥❞❡❧✬➱❛❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥♠❡✉ ❡♣❛❧❡ ❛❧❛✐❡❡ ❛✐❡♠❡♥ ✈❡
♣❛❆ ▼✳❙♦✐ ✿
RA=Z ✭■■✳✾✮
▲❛❝♦♥ ✐❜✉✐♦♥❞❡❊❡❞✜♥✐♣❛❛♥❛❧♦❣✐❡❛✈❡❝❧❛❞✜♥✐✐♦♥❞❡R❞✉❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡✱
♠❛✐ ❛✈❡❝✉♥❡♥✉❛♥❝❡✉✐✐❡♥❝♦♠♣❡❞✉❝❛❛❝ ❡❞♦♠❛✐ ♦✉✈❡ ❞❡❧✬❝♦♥♦♠✐❡✳❆✐♥✐
RE ❡ ❞✜♥✐❝♦♠♠❡❧❡ ❡❝❡❡❞❡❊♥❡ ❡❞❡❧❡✉ ❝♦ ❞✬✉❛❣❡❡✐✉❡ ❞❡❧❛✈❡♥❡
❞❡❜✐❡♥♦✉❡✈✐❝❡♣♦❞✉✐ ♣❛❊✳❈❡ ❡❞❡♥✐ ❡♣❝✐✐♦♥♦❜❧✐❣❡ ❞❞✉✐❡❞❡ ❡❝❡❡
❝❡❧❡✐✉❡❞❡❧❛✈❡♥❡❞❡♣♦❞✉✐ ✐♠♣♦ ❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ ❡✈❡♥❞✉♣❛❊✱❞✐❡❝❡♠❡♥
♦✉✐♥❞✐❡❝❡♠❡♥✭❛♣ ✐♥❝♦♣♦❛✐♦♥❞❛♥❧❡✉ ♣♦♣❡♣♦❞✉✐✮✳❊♥❞✬❛✉❡ ❡♠❡✱
✐❧❝♦♥✈✐❡♥❞❡❞❞✉✐❡❞❡ ❡❝❡❡❞❡❊❧❡✉ ✐♠♣♦❛✐♦♥H✳❉✬♦✿
RE=I+C+J+X−H ✭■■✳✶✵✮
❊ ♣❛ ✉✐❡✿
R=Z+I+C+J+X−H ✭■■✳✶✶✮
▲✬✐♥✈❛✐❛♥❝❡❞❡❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡ ▲✬ ✉✐❧✐❜❡❝♦♠♣❛❜❧❡❛✉♣❧❡❊♣❡♠❡
❞✬❝✐❡RE=Y+I−F❡♣❛❝♦♥ ✉❡♥✿
R=Y+Z+(I−F) ✭■■✳✶✷✮
♦ Y❡ ❧❛♣❛✐❡❞✐ ✐❜✉❡❞✉❡✈❡♥✉❣❧♦❜❛❧❡✱❝♦♠♠❡♣❝❞❡♠♠❡♥✱I−F ❛♣❛✐❡
♥♦♥❞✐ ✐❜✉❡♦✉♣♦✜✭♥❡✮♥♦♥❞✐ ✐❜✉✳
❖♥✈♦✐ ❛❧♦ ✉❡❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❦❡②♥✐❡♥♥❡❞❡❝✐❡✬❡①♣✐♠❡✱❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡
✺✸
❝♦♠♠❡❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐ ❧❛❣✐✱♣❛❧✬✐♥❣❛❧✐ ✐♥✈❛✐❛♥❡I−F<0✳♦✉❧♦♥❬✷✵✶✶❛✱♣♣✳✼✺✲✼✼❪
♠♦♥ ❡✉❡❝✬❡ ❝❡❛✐♥❡♠❡♥❝❡❡✐♥✈❛✐❛♥❝❡✉✐❛❝♦♥✈❛✐♥❝✉❑❡②♥❡❞❡❞✈❡❧♦♣♣❡
❛❚❤♦✐❡❣♥ ❛❧❡❞❛♥ ✉♥❝❛❞❡❞✬❝♦♥♦♠✐❡❢❡♠❡♣✉✐ ✉❡❧❡❣❛✐♥♦❜❡♥✉♣❛❝❡❡
✐♠♣❧✐✜❝❛✐♦♥♥✬✐♠♣❧✐✉❛✐✱✉❝❡♣♦✐♥❝✉❝✐❛❧❞❡❧✬❛♥❛❧②❡✱❛✉❝✉♥❡♣❡❡❞❡❣♥ ❛❧✐ ✳■❧
❡ ♥♦❡ ♦✉❡❢♦✐ ✉❡F♥✬❛♣❛❧❛♠♠❡❡①♣❡✐♦♥❡❧♦♥❧❡❝✐❝✉✐❞❡ ❢❡♥❝❡✱❝❡✉✐
❡ ✉❝❡♣✐❜❧❡❞❡❡❡♥✐ ✉❧✬❡①♣❡✐♦♥❞✈❡❧♦♣♣❡❞❡❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✳❊♥❡✛❡✿
✲❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡F=S✱❡❞♦♥❝I−F<0✬❝✐❛✉✐❜✐❡♥I−S<0✱❝❡✉✐
❛✐❞✉❡❡❧✬❡①♣❡✐♦♥❞❡❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✭❞✐❡❛❧♦ ❞❡✓❞✢❛✐♦♥✔✮❞♦♥♥❡♣❛
❑❡②♥❡ ❞❛♥ ♦♥❚❛✐ ❞❡❧❛♠♦♥♥❛✐❡❀
✲❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐ ❧❛❣✐✱F=S+D+−L ❡❧♦♥✉❡❧❡♣❛②❡ ❡♥❜❡♦✐♥♦✉❡♥❝❛♣❛❝✐
❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✈✐✲✲✈✐❞✉❡❡❞✉♠♦♥❞❡♦✉✱✐❧✬♦♥♣❢❡✱❡❧♦♥✉❡L=X−H♦✉
L=H−X✱❝❡✉✐❝♦♥❞✉✐❞❛♥❧❡❞❡✉①❝❛ ❧❛♠♠❡❡①♣❡✐♦♥I−F=I−S+D+
(X−H)❡✱♣❛❝♦♥ ✉❡♥✱ ❧❛♠♠❡❡①♣❡✐♦♥❞✈❡❧♦♣♣❡❞❡I−F<0✱ ❛✈♦✐✿
I−S+D+X−H<0✱❝❡✉✐❡ ✉♥❡♣❡ ✐❛♥❝❡❞❡❧✬✐♥✈❛✐❛♥❝❡❞❡❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✳
✺✹
■■✳✸ ➱✉✐✈❛❧❡♥❝❡❞❡ ❛♥❛❧②❡♠❛ ①✐ ❡❡❦❡②♥ ✐❡♥♥❡
■■✳✸✳❛ ▲✬ ✉✐✈❛❧❡♥❝❡❞❡ ❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✱ ♠❛①✐ ❡❡ ❦❡②♥✲
✐❡♥♥❡
❉❛♥ ❧❡❞❡✉①❛♥❛❧②❡✱❧❛❝✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡❡ ❝❛✉❡♣❛❧✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❧❛❝♦♥❝✉✲
❡♥❝❡✳ ❛❡①❡♥✐♦♥✱✐♦♥❝♦♥✐❞❡❧❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧❡❝♦♠♠❡❧❛♣❧✉✈✐✈❡❞❡
❝♦♥❝✉❡♥❝❡✱❛❧♦ ♥♦✉♣♦✉✈♦♥❞✐❡✉❡❧❡❧✐❜❡✲❝❤❛♥❣❡❡ ❢❛❝❡✉❞❡❝✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡
♣♦✉▼❛①❝♦♠♠❡♣♦✉❑❡②♥❡✳❈❡❡✐♠✐❧✐✉❞❡❛ ♦✉❧✐❣♥❡♣❛❏♦❡♣❤❱❡♣❛✷✳■❧❢❛✉
❝♦♥✐❞❡❧✬✐♥✈❡✐❡♠❡♥❝♦♠♠❡ ❛♥❞♣❡♥ ❞❡♠❛♥✐ ❡❤♦♠♦❣♥❡❛✉❝♦✉ ❞✉❡♠♣✳
▲❡ ♠♦❞❧❡❞❡❱❡♣❛ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥ ❝♦♥ ❛♥
❱❡♣❛❢❛✐❞❡✉①❤②♣♦②❤ ❡✿I(t)>0❡I(t)=0✳■❧♣♦❡❧✬✐♥✈❡✐❡♠❡♥❝♦♠♠❡
❝♦✐❛♥❞❛♥❧❡❡♠♣✱❡F❝♦♠♠❡❝♦♥❛♥✳❆✐♥✐♦♥♦❜✐❡♥❧❡❣❛♣❤✐✉❡✉✐✈❛♥✿
❋✐❣✉❡■■✳✹✕➱✉✐✈❛❧❡♥❝❡❞❡ ❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡♠❛①✐❡❡❦❡②♥ ✐❡♥♥❡✱❣❛♣❤✐✉❡✿
❛✉❡✉
▲❛✈❛✐❛❜❧❡❡①♦❣♥❡❞❛♥❝❡❣❛♣❤✐✉❡❡ ❧❛✈❛✐❛❜❧❡✓❉✔✿❡❧❡♣❡✉ ❡✐♥❢✐❡✉❡
✷✳❯♥❡♥♦❡ ❛♥♠✐❡❛✉ ♦❢❡❡✉ ♦✉❧♦♥♣❛❏♦❡♣❤❱❡♣❛❢❛✐ ❛❞✬✉♥❡✐♠✐❧✐✉❞❡❡♥ ❡❝❡❞❡✉①
❝♦♥❞✐✐♦♥
✺✺
♦✉✉♣ ✐❡✉❡ τ✱❧❡❡♠♣❞❡ ❝✉♣❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧✳❙✐D<τ✱✭③♦♥❡❉✶✮✱❛❧♦ ❧❡
❝✐❝✉✐ ✬✐♥❡♦♠♣❛✈❛♥❧✬❛❝❤❛❞❡♦✉❧❡❝❛♣✐❛❧✱F♣❡♠❡ ❛♥❧✬❛❝❤❛❞❡I✳▲❡❡❝❡✉
♣♦❞✉❝✐❢❡ ✐♥♦❧✈❛❜❧❡✳❙✐D>τ✱✭③♦♥❡❉✷✮✱❛❧♦ ❧❡❝✐❝✉✐ ✬✐♥❡♦♠♣❛♣ ❧✬❛❝❤❛
❞❡♦✉❧❡❝❛♣✐❛❧I❝♦❡♣♦♥❞❛♥ ✉♥❡♥❞❡ ❡♠❡♥F✳▲❡❡❝❡✉♣♦❞✉❝✐❢❡ ♦❧✈❛❜❧❡✳
▲✬ ✉✐❧✐❜❡❢♦ ❞✉❝✐❝✉✐❝♦❡♣♦♥❞ ❧✬✉✐❧✐❜❡I=F✱ ✉✐✈❛❧❡♥ D=τ✱❝❡
✉✐❧✐❜❡♥♦✉♠♦♥ ❡❞✬❛✐❧❡✉ ❧✬✉✐✈❛❧❡♥❝❡❞❡❞❡✉①❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✳❖♥❡ ✐❝✐❞❛♥
✉♥❝❛❝✐✐✉❡✱♣♦❝❤❡❞✬✉♥❡♦✐❡❞❡❝✐❡♦✉❞✬✉♥❡❡♥ ❡❡♥❝✐❡✳ ♦✉❝❡❞❡✉①❤♦✐❡
❧❛♠✐❡❛✉❡❜✉❞✉❝❛♣✐❛❧❡ ❧❛❝❛✉❡❞❡❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡✳❉❛♥❧❛❤♦✐❡♠❛①✐❡✱
❧❛♠✐❡❛✉❡❜✉❞✉❝❛♣✐❛❧✬❡①♣✐♠❡♣❛✉♥❝❛ ❡♥❡❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡❡✛❡❝✐✈❡❞✉❝❛♣✐❛❧
✭♣❡♥❛♥❡♥❝♦♠♣❡❧❛♠✐❡❛✉❡❜✉✮❡❧❡❡♠♣❞❡ ❝✉♣❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❀❛❧♦ ✉❡
❞❛♥❧❛❤♦✐❡❦❡②♥✐❡♥♥❡❝❡❡❝♦♥❞✐✐♦♥❡ ❧❛❞✐✛❡♥❝❡❡♥❡❧✬✐♥✈❡✐❡♠❡♥♥❡❞✉
❝❛♣✐❛❧❡❧✬❡♥❞❡❡♠❡♥❞❡✜♠❡✳
■■✳✸✳❜ ▲❡❝②❝❧❡♠❛①♦✲❦❡②♥ ✐❡♥
▲❡❝②❝❧❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡❝❤❡③▼❛①✱❝♦♠♠❡❝❤❡③❑❡②♥❡❡ ❝❛✉ ♣❛❧✬♦✉✈❡✉❡❝♦♠✲
♠❡❝✐❛❧❡✳❖✉✈❡✉❡❡ ❡♣❧✐✈♦♥❞♦♥❝❞❡ ✐♥❡❧❡❝②❝❧❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡ ❞❡❧❛♠❛♥✐ ❡
✉✐✈❛♥❡✿
❋✐❣✉❡■■✳✺✕❈②❝❧❡♠❛①♦✲❦❡②♥ ✐❡♥✱❣❛♣❤✐✉❡✿❛✉❡✉
✺✻
❉❛♥ ❧❛♣❤❛❡❛❝❡♥❞❛♥❡❧❡ ❝♦♥♦♠✐❡ ❡♥❞❡♥ ✬♦✉✈✐✱♠❛✐❝❡❡♦✉✈❡✉❡✜✲
♥✐ ♣❛ ❛❝❝♦ ❡❧❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡❡♥❡❧❡❝❛♣✐❛❧✐❡✳❈❡✉①✲❧✈♦♥ ❛❧♦ ❝❤❛♥❣❡♣❧✉
❛♣✐❞❡♠❡♥❞❡♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦✉ ❡❡❝♦♠♣✐✐❢✳❆✈❡❝❧❡❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥♣❧✉ ❛♣✐❞❡❞❡
♠❛❝❤✐♥❡✱❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡♠♦❛❧❡❡♥❞ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡❧❛CCF ❛✉❣♠❡♥❡✳❆✐♥✐✱❞❛♥
❧❡♠♠❡ ❡♠♣✱❧❡ ❛✐♦Dτ ❡ IF✱✈♦♥❞✐♠✐♥✉❡✱♦✉❝♦♠♠❡❧❡♣♦❞✉✐♥❡✳▲❡❡♣❧✐
❡ ❛❧♦ ✉♥❡♦❧✉✐♦♥♣♦✉ ❡♣♦ ❣❡❞❡❧❛❝♦♥❝✉ ❡♥❝❡❡① ✐❡✉❡❡♣ ❡✈❡✉♥✐♥✈❡✲
✐❡♠❡♥❜✉✱♥♦♥❞✐♠✐♥✉✱❞✬✉♥❡CCF ♦♣✐♠♣♦❛♥❡✳▲❡♣♦❞✉✐♥❡ ♣❡✉ ❛❧♦
♥♦✉✈❡❛✉❛✉❣♠❡♥❡✳
❉❛♥ ❧❛♣♦❝❤❛✐♥❡♣❛✐❡✱♥♦✉❛❧♦♥ ✉❞✐❡❧❡❞✐✛ ❡♥❡♥♦✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡♥❡
❧❛❤♦✐❡❞✉❝✐❝✉✐❡❧❛❤♦✐❡❞❡❧✬✉✐❧✐❜❡❣♥ ❛❧✳◆♦✉✈❡♦♥ ✉❡❧❛ ❤♦✐❡❞✉
❝✐❝✉✐❡ ♣❧✉ ♠♠❡❞✬ ✉❞✐❡❧❡❝✐❡ ✉❡❧❛❤♦✐❡❞❡❧✬✉✐❧✐❜❡✳◆♦✉✈❡♦♥❛❧♦
✉❡❧❛❝✐❡❛❝✉❡❧❡♣❡✉ ❡♣❡✉❡❝♦♠♠❡✉♥❡❝✐❡❞❡❧❛♠♦♥❞✐❛❧✐❛✐♦♥❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡✳
◆♦✉ ❛♥❛❧②❡♦♥❞❡♠❛♥✐ ❡❡♠♣✐✐✉❡❧❛ ❝❡♥❡❝✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡ ❛✈❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡❞❡✉①♣❛②✿❧❛❋❛♥❝❡❡❧❡➱❛✲❯♥✐✳
✺✼
❉❡✉①✐♠❡♣❛ ✐❡
♦❞✉❝✐♦♥✱❝✐❡❡♠♦♥❞✐❛❧✐❛✐♦♥
❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡
✺✽
■♥♦❞✉❝✐♦♥
▲❛♣❡♠✐❡♣❛✐❡❞❡❝❡ ❛✈❛✐❧❛♠♦♥ ❧❡❢♦♥❞❡♠❡♥ ❞❡❞❡✉①♣❛❛❞✐❣♠❡ ✉✐
♣❡♠❡ ❡♥❞✬❛♥❛❧②❡❧❡❝✐❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡✳▲❡♣❡♠✐❡♣❡♠❡ ❧✬❛♥❛❧②❡❞❡❝✐❡❡①♦✲
❣♥❡♣❛❧❡♠❝❛♥✐♠❡ ❞✉♠❛❝❤❡❧❡❡❝♦♥❞❝❡❧❡❞❡❝✐❡❡♥❞♦❣♥❡♣❛❧❡❝✐❝✉✐✳
◆♦✉ ✈❡♦♥❞❛♥❝❡❡❞❡✉①✐♠❡♣❛ ✐❡✉♥❡❞✐✛❡♥❝❡✐♠♣♦❛♥❡❞❛♥❧❛♠❛♥✐❡❞✬❛♣✲
♣ ❤❡♥❞❡❧❛♥♦✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥♣♦✉❝❡❞❡✉①♣❛❛❞✐❣♠❡✳▲❡♠♦❞❧❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡
❢♦♥❞ ✉❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞❡❧✬ ✉✐❧✐❜❡❣♥ ❛❧✉✐❧✐❡❧❛♥♦✐♦♥❞❡❢♦♥❝✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥
♣♦✉ ❛♥❛❧②❡❧❡❝✐❡ ❝♦♥♦♠✐✉❡✱❛❧♦ ✉❡❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉❝✐❝✉✐✉✐❧✐❡❧❛♥♦✐♦♥
❞❡❝✐❝✉✐♠♦♥ ❛✐❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳◆♦✉✈❡♦♥✱❞❛♥✉♥♣❡♠✐❡❝❤❛♣✐❡✱✉❡❝❡❞❡✉①
✈✐✐♦♥❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥♥✬♦♥❣✉ ❡❧❡♠♠❡ ❤②♣♦❤ ❡✳❊♥❡✛❡✱❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉
♠❛❝❤ ✉♣♣♦❡✉♥♠♦♥❞❡♣❛❢❛✐♣♦♣✐❝❡ ❧✬✉✐❧✐❜❡♥❛✉❡❧❞❡♣❧❡✐♥❡♠♣❧♦✐✳◗✉❛♥
❛✉♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉❝✐❝✉✐✱✐❧✉✐❧✐❡❞❡❤②♣♦❤ ❡❞❡❜❛❡✉✐♣❡♠❡ ❡♥❧✬❡①✐❡♥❝❡❞✬✉♥
❞ ✉✐❧✐❜❡❡♥❞♦❣♥❡❛✉② ♠❡✳▲❛ ♦✉✲✉✐❧✐❛✐♦♥❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❛✐♥✐✉❡
❧❛✐♠✉❧❛♥✐ ❞❡♣❤♥♦♠♥❡❞❡✉✲❛❝❝✉♠✉❧❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❡❞❡♦✉✲❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥
♦♥❛❞♠✐❡♣❛ ❧❛❤♦✐❡❞✉❝✐❝✉✐ ✉✐❝♦♥✐❞❡♥♦❛♠♠❡♥❧❡ ❛✈❛✐❧❡❧❡❝❛♣✐❛❧
❝♦♠♠❡❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❝♦♠♣❧♠❡♥❛✐❡✱❡♥♦♥❝♦♠♠❡❞❡ ❢❛❝❡✉ ✉✐ ❡
✉❜ ✐✉❡♥❥✉✉✬ ♦❜❡♥✐♦♥❞✉♣❧❡✐♥❡♠♣❧♦✐✳▲❡❞❡✉①✐♠❡❝❤❛♣✐ ❡❞❡❝❡❡♣❛✐❡♣♦✲
♣♦❡✉♥❡♥❝❤❛♥❡♠❡♥ ❞❡❞ ✉✐❧✐❜❡❞❛♥ ❧❡② ♠❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✉✐ ♠❛♥❡❞❡❧❛
❝♦♥❝✉❡♥❝❡ ❧❛✉❡❧❡ ❡❧✐✈❡♥❧❡❝❛♣✐❛❧✐❡✳❙✐❧✬♦♥❝♦♥✐❞❡ ✉❡❧❛♣❧✉ ❢♦❡❞❡
❝♦♥❝✉❡♥❝❡❡ ❧❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧❡✱♥♦✉❛♥❛❧②❡♦♥✱✐♥✜♥❡✱❧❡❧✐❡♥❡♥❡♦✉✲
✈❡✉❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡❡ ♦✉✲✉✐❧✐❛✐♦♥❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✱♦✉❡♥❞✬❛✉❡ ❡♠❡
❧❡❧✐❡♥❡♥❡♠♦♥❞✐❛❧✐❛✐♦♥❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡❡❝✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡✳
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❞❝♦✉❧❡❞❡❞✐✛ ❡♥❝❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡ ✉✐❡①✐ ❡♥❞❛♥❧❡♠❛♥✐ ❡ ✉✬♦♥❧❛❤♦✐❡❞✉
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▲❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉♠❛❝❤ ❡❝❡❧✉✐❞✉❝✐❝✉✐♣♦♣♦❡♥✉♥❡✈✐✐♦♥❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥
❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥❞✐✛ ❡♥❡✳❉❛♥❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉♠❛❝❤✱❧✬❡♥❡♣✐❡❡ ❡♣ ❡♥❡♣❛
✉♥❡❢♦♥❝✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✿❝✬❡ ❧❛❤♦✐❡❞❡❧❛✓✜♠❡♣♦✐♥ ✔✶✳ ♦✉ ♣♦❞✉✐❡✉♥
❜✐❡♥✱❛♣♣❡❧✓♦✉♣✉✔✱❧❛✜♠❡♠♦❜✐❧✐❡✉♥❡✉❛♥✐ ❞❡❝❛♣✐❛❧❛✐♥✐✉✬✉♥❡ ✉❛♥✐ ❞❡
❛✈❛✐❧✱❛♣♣❡❧ ✓✐♥♣✉✔✳▲❡ ❛✈❛✐❧❡❧❡❝❛♣✐❛❧♦♥❛❧♦ ♦✉❞❡✉①❞❡❢❛❝❡✉ ✭✐♥♣✉✮
✉✐♣❡♠❡ ❡♥❞❡♣♦❞✉✐❡❞❡❜✐❡♥♦✉❞❡ ❡✈✐❝❡✭♦✉♣✉✮✳❆✐♥✐❧❛❤♦✐❡❞❡❧✬✉✐✲
❧✐❜❡❞❝✐❧❡♣♦❝❡✉❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❝♦♠♠❡✉♥❡❢♦♥❝✐♦♥❞❡❞❡✉①✈❛✐❛❜❧❡✭❝❛♣✐❛❧❡
❛✈❛✐❧✮✳▲❛♣❧✉♣❛ ❞✉❡♠♣❝❡❞❡✉①❢❛❝❡✉ ♣❡✉✈❡♥ ❡✉❜ ✐✉❡❧✬✉♥ ❧✬❛✉❡✱❝✬❡
♥♦❛♠♠❡♥❧❡❝❛♣♦✉❧❡❢♦♥❝✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❞❡②♣❡❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛✷✳❯♥❡❛✉❡♣✲
❝✐✜❝✐ ❞❡❝❡❢♦♥❝✐♦♥❡ ❧✬❛❝✉✐✐✐♦♥❡❧✬✉❛❣❡✐♠✉❧❛♥ ❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳
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♠♦❞❧❡✬❛ ❡❞♦♥❝ ❧❛❛✐✉❡❝♦♠♣❛❛✐✈❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳❊♥❡✛❡✱❧❛❤♦✐❡
❞❡❧✬ ✉✐❧✐❜❡♥✬✐♥❣❡✉❛✐♠❡♥♣❛❧❛♥♦✐♦♥❞✉❡♠♣✳❈❡❧❡✲❝✐❡①❝❧✉❛✐♥✐❧❡ ❛♣❡
❞✬❛❝✉✐✐✐♦♥❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✱♣✉✐❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡❡♥✜♥❞❡✈❡♥❡❝♦♠♠❡❧❡
❢❛✐♣❛ ❡①❡♠♣❧❡❧❛❤♦✐❡❞✉❝✐❝✉✐❞✉❝❛♣✐❛❧❞❡ ▼❛①✭✓❆✲ ❀✲▼❀▼✲❆✔❞❛♥❧❛
❤♦✐❡❞❡ ▼❛①✮✳▲✬❡①❝❧✉✐♦♥❞✉❡♠♣❞❡❧❛ ❤♦✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡❡♠♣❝❤❡❞❡❝♦♥✐❞✲
❡❧❛❞✐✛❡♥❝❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡❡♥❡❧❡❝❛♣✐❛❧✜①❡✱ ✉✐✬❛❝❤❡❛✉❞❜✉❞❡❧❛♣❡♠✐❡
♣ ✐♦❞❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✱❡❧❡❡❡❞✉❝❛♣✐❛❧✭❛✈❛✐❧❡♠❛✐❡♣❡♠✐❡✮✱✉✐✬❛❝✉✐❡
❝❤❛✉❡ ❛♣❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳❈❡❡❞✐✐♥❝✐♦♥❢❛✐❛♣♣❛❛ ❡✉♥✈✐❛❜❧❡♣♦❜❧♠❡✱
❝❡❧✉✐❞❡❧✬✈❛❧✉❛✐♦♥❞❡❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡❝♦♥♦♠✐✉❡❞✉❝❛♣✐❛❧✜①❡♣❛ ❛♣♣♦ ❛✉①❛✉❡
✐♥♣✉✳▲❡♠♦❞❧❡❞❡❝♦✐❛♥❝❡❞②♥❛♠✐✉❡❞✬ ✉✐❧✐❜❡♥❡♣❡✉✈❡♥❞♦♥❝♣❛♣❡♥❞❡❡♥
❝♦♠♣❡❧❛♠✐❡❛✉❡❜✉❞✉❝❛♣✐❛❧✱♣♦✉❛♥ ✐✐♠♣♦❛♥❡❛✉①②❡✉①❞❡ ❝♦♥♦♠✐❡
♠❛①✐❡❡❦❡②♥ ✐❡♥✳❆✐♥✐✱❛✉❝✉♥❡ ✉❞❡✉❧❛❝✐❡❛❝✉❡❧❡❞✉❝❛♣✐❛❧✐♠❡♥✬❛♣✐
❡♥❝♦♥✐❞❛✐♦♥❧❛♠✐❡❛✉❡❜✉❞✉❝❛♣✐❛❧✳◆♦✉❛❧♦♥✱❞❛♥❝❡❡♣❛✐❡✱❛♥❛❧②❡❞❡
♠❛♥✐ ❡❡♠♣✐✐✉❡❝❡ ❡♥♦✐♦♥❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡❡♥♥♦✉❜❛❛♥ ✉❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉❝✐❝✉✐✱
❧❡❡✉❧♣❛❛❞✐❣♠❡ ✉✐♣❡♥❞❡♥❝♦♠♣❡❧❡❡♠♣❡❧✬✉✉❡❞✉❝❛♣✐❛❧✳
❊♥❡✛❡✱♣♦✉❧❡♣❛❛❞✐❣♠❡❞✉❝✐❝✉✐✱❧✬❡♥❡♣✐❡❡ ✉♥♣❧❡♣♦❞✉❝✐❢✉✐❜♥✜❝✐❡
❞✬✉♥✜♥❛♥❝❡♠❡♥♣♦✉ ❛❝❤❡❡❞✉❝❛♣✐❛❧✜①❡♣✉✐❞❡ ♠❛✐❡♣❡♠✐❡✱❡❡♥✜♥ ✉✐
❡♠❜❛✉❝❤❡❞❡ ❛❧❛✐ ❛✜♥❞❡♣♦❞✉✐❡❧✬♦✉♣✉✳❆✐♥✐✱❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥❡❧✐❡ ✉♥❡♥❡♠❜❧❡
❞❡ ❛♥❛❝✐♦♥ ✉✐ ✬❛❜❧✐❡♥❞❛♥ ✉♥♦❞❡❞✜♥✐✱♦❞❡ ✉✐❞✜♥✐ ❞✬❛✐❧❡✉ ❧❛❤✐✲
❛❝❤✐❡❞❡❢♦♥❝✐♦♥♠❛❝♦✲❝♦♥♦♠✐✉❡ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳▲✬✐♥❣❛✐♦♥❞❡❝❡ ❛♣❡❢❛✐
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G=❝❛♣✐❛❧✜①❡+❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✐♥❡♠❞✐❛✐❡+ ♦❝❦❞❡♣♦❞✉✐ ✜♥✐ ✭■■■✳✶✮
■❧♥♦❡❡♥✉✐❡A❧❛♦♠♠❡❞❡✈❡♥❡♦✉❧❡❝❤✐✛❡❞✬❛✛❛✐❡❞❡❧❛♣✐♦❞❡❡A1❧❡
❞♣❡♥❡✐♥❡✲❡♥❡♣✐❡✭❞♣❡♥❡❞✬ ✉✐♣❡♠❡♥❡❛❝❤❛ ❞❡❜✐❡♥ ✐♥❡♠❞✐❛✐❡✮❞❡
❧❛♠♠❡♣ ✐♦❞❡✳
❆✐♥✐✿
(G−A1)=✈❛❧❡✉❜✉❡❞❡❧✬ ✉✐♣❡♠❡♥❡♥✜♥❞❡♣✐♦❞❡−❞♣❡♥❡❞❡❧❛♣ ✐♦❞❡❡♥ ✉✐♣❡♠❡♥
✭■■■✳✷✮
(G−A1)=✈❛❧❡✉♥❡ ❡❞❡❧✬ ✉✐♣❡♠❡♥❡♥✜♥❞❡♣✐♦❞❡ ✭■■■✳✸✮
❑❡②♥❡ ♦✉❤❛✐❡♠❡✉❡❧❛♣❛✐❡❞ ✉✐❡❞✉❝❛♣✐❛❧ ✉✐❡ ✐❝❡♠❡♥✉✐❧✐❡♣♦✉
❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✳■❧✬❛❣✐❞✬❡①❝❧✉❡❞❡❧✬♦❜♦❧❡❝❡♥❝❡♦❛❧❡❞✉❝❛♣✐❛❧❧✬♦❜♦❧❡❝❡♥❝❡✓♥❛✲
✉❡❧❡✔✐♥❞♣❡♥❞❛♥❡❞❡♦✉❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳▲❡♦✉✐❧ ♦✉✐❧❡♥❛✈❡❝❧✬❤✉♠✐❞✐ ✱✉✬✐❧
♦✐❡♥✉✐❧✐ ♦✉❧❛✐ ❛❝❝♦❝❤ ❧✬❛❜❧✐✽✳❙❡✉❧❡♠❡♥✱♦♥♣❡✉ ♦✉ ❢❛✐✐♠❛❣✐♥❡
✼✳❇❛ ❡❬✶✾✾✵❪✭♣♣✳✻✽✲✼✹✮❡①♣❧✐✉❡❡♥❞ ❛✐❧❧❡❝♦ ❞✬✉❛❣❡❝❤❡③❑❡②♥❡✳
✽✳▲✬❡①❡♠♣❧❡❞❡❧❛♦✉✐❧❡❡❞❡❧✬❛♥✐✲♦✉✐❧❡❡ ✉♥❡①❡♠♣❧❡✐♥✈❡♥ ♣❛❧✬❛✉❡✉♣♦✉❝❡❡❤ ❡❞❛♥
✼✼
✉❡❧❡❝❛♣✐❛❧✐❡✱♠❛❧❣ ❧✬✐♥✉✐❧✐❛✐♦♥❞❡♦✉✐❧✱❞❝✐❞❡❞❡❧❡✉❛♣♣❧✐✉❡ ❣✉❧✐ ❡♠❡♥
✉♥❛♥✐✲♦✉✐❧❡✳❑❡②♥❡♥♦♠♠❡❛✐♥✐G✱❧❛✈❛❧❡✉❜✉❡❞❡❧✬ ✉✐♣❡♠❡♥ ✉✐❡ ❡ ✉
❧✬❛❜❧✐♠❛✐ ✉✐❛ ❡♥❡❡♥✉❛✈❡❝❧✬❛♥✐✲♦✉✐❧❡✳❙✐❧✬❛♥✐✲♦✉✐❧❡❡ ❞✬✉♥❡♣❛❢❛✐❡❡❢✲
✜❝❛❝✐ ✱♦♥♣❡✉✐♠❛❣✐♥❡ ✉❡G=G✱♠❛✐ ✐❧✬❛♥✐✲♦✉✐❧❡❡ ✐♥❡✣❝❛❝❡G ♣❡✉ ❡♥❞❡
✈❡ 0✳
▲❡ ❛✐❡♠❡♥❛♥✐✲♦✉✐❧❡❛✉♥❝♦ ✉❡❑❡②♥❡♥♦❡✿B✱✭❝♦ ❞❡♠❛✐♥❡♥❛♥❝❡❞✉❝❛♣✐✲
❛❧✮✳
▲❛✈❛❧❡✉ ❞✉❝❛♣✐❛❧♥❡❞❡♦♥❝♦ ❞❡♠❛✐♥❡♥❛♥❝❡❡ ❞♦♥❝♥♦ ✿G−B✳■❧✬❛❣✐❞❡
❧❛✈❛❧❡✉♣♦❡♥✐❡❧❡❞❡❧✬✉✐♣❡♠❡♥ ✐✐❧♥✬❛✈❛✐♣❛ ✉✐❧✐ ♣♦✉♣♦❞✉✐❡A✳
❑❡②♥❡ ❞✜♥✐❧❡❝♦ ❞✬✉❛❣❡❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✱✉✬✐❧♥♦❡U✱❝♦♠♠❡❧❛❞✐✛❡♥❝❡❡♥❡
❧❛✈❛❧❡✉♥❡ ❡❞❡❧✬ ✉✐♣❡♠❡♥❡♥✜♥❞❡♣✐♦❞❡✐✐❡♥♥✬❛ ♣♦❞✉✐❡❧❛✈❛❧❡✉♥❡ ❡
♣♦❡♥✐❡❧❡❞❡❧✬✉✐♣❡♠❡♥ ✐❝❡❧✉✐✲❝✐❡ ✉✐❧✐ ❞❛♥❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✳❆✐♥✐✿
U=(G−B)−(G−A1) ✭■■■✳✹✮
♦✉❑❡②♥❡✱U❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❞❛♥❧✬✉✐❧✐❛✐♦♥❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥♣✉✐✉❡
❧♦ ✉✬✐❧❡ ❢❛✐❜❧❡✱❧❡♣♦❞✉❝❡✉ ♦♥❞❛✈❛♥❛❣❡✐♥ ♣♦❞✉✐❡✱❡❧♦ ✉✬✐❧❡ ❢♦✱
✐❧♦♥❞❛✈❛♥❛❣❡✐♥ ❡❡♦✐✐❢✳▼❛✐❑❡②♥❡ ❛❧✬✐♥✉✐✐♦♥✉❡❞✬❛✉ ❡❢❛❝❡✉
♣❡✉✈❡♥ ❞ ✉✐❡❧❡❝❛♣✐❛❧♣♦❞✉❝✐❢✱♥♦❛♠♠❡♥❞❡ ❝❛✉❡✐♠♣✈✐✐❜❧❡✳■❧❡❣♦✉♣❡
❝❡❝❛✉❡❞❛♥ V✳■❧✬❛❣✐♣♦✉ ❧✉✐❞❡❝❛✉❡ ♦✉✈❡♥❛❝❝✐❞❡♥❡❧❡♦✉♥♦♥♣ ✈✐✐❜❧❡✳
▲✬✉♥❡❞❡ ❝❛✉❡✱✉❡❑❡②♥❡ ♥✬✈♦✉❡♣❛ ❞❛♥ ❧❛❚❤♦✐❡❣♥ ❛❧❡♠❛✐ ✉❞✐❡❞❛♥
▲✬❆✉♦✉✣❛♥❝❡♥❛✐♦♥❛❧❡❞❡✶✾✸✸❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡❞❡❧❛❝♦♠♣✐✐♦♥♠♦♥❞✐❛❧✐❡❡♥♣❛✲
✐❡❡♣♦♥❛❜❧❡❞❡❧❛ ❡♠✐❡●✉❡❡▼♦♥❞✐❛❧❡✳▲❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡✱❡♣❛ ✐❝✉❧✐❡♠❡♥❧❛
❝♦♥❝✉❡♥❝❡✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧❡✱♥❡❛✉❛✐✲❡❧❡♣❛ ❡❧❛♣✐♥❝✐♣❛❧❡❝❛✉❡❞✬♦❜♦❧❡❝❡♥❝❡❞✉
❝❛♣✐❛❧❄
♦✉❧♦♥❬✶✾✽✷✱✷✵✶✶❜❪❡♣❡♥❞❧❛♥♦❛✐♦♥✓U✔♣♦✉②✐♥❝♦♣♦❡ ❣❛❧❡♠❡♥❧❡❝❛✉❡
❝♦♠♣✐❡❞❛♥V✳▲❡❝♦ ❞✬✉❛❣❡❝♦♠♣❡♥❞❛❧♦ ❧❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✐♥❡♠❞✐❛✐❡❛✐♥✐
✉❡❧❛❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡✳▲❛❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡❡ ❧❡❝❛♣✐❛❧❡♥❞✉
✉♥❜✉♣❞❛❣♦❣✐✉❡✳
✼✽
✐♥✉✐❧✐❛❜❧❡❀✐❧♣❡✉❢❛✐❡♣❛✐❡❞❡U♦✉❞❡V✳▼❛✐ ✐♥♦✉❝♦♥✐❞♦♥❧✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡
❧❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡❝♦♠♠❡✉♥❡❝❛✉❡✐♠♣✈✐✐❜❧❡❞❡❧❛♠✐❡❛✉❡❜✉❞✉❝❛♣✐❛❧✱❝❡❡❝❛✉❡
❡♥❡❛✐❡♥❢❛✐❞❛♥V✳❈❡❡✐♠♣❧✐✜❝❛✐♦♥♣❡♠❡ ❞❡❢❛✐❡❧❡♣♦♥❡♥❡❧❡❝❤❛♣✐❡✻
❞❡❧❛❚❤♦✐❡❣♥ ❛❧❡❡❧❛❈♦♠♣❛❜✐❧✐ ◆❛✐♦♥❛❧❡✳
■❧❢❛✉♥♦❡ ✉❡❧❛♦❛❧✐ ❞❡♠♦❞❧❡♠❛❝♦✲❝♦♥♦♠✐✉❡❞✬ ✉✐❧✐❜❡✬❛❜✐❡♥♥❡♥
❞✬❛♥❛❧②❡❧✬♦❜♦❧❡❝❡♥❝❡❞✉❝❛♣✐❛❧✳■❧❝♦♥✐❞❡♥ ✉❡❧❡❝❛♣✐❛❧❡❞♣ ❝✐❡❛✉②❤♠❡
❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✳
▲❛♠✐❡❛✉❡❜✉❞✉❝❛♣✐❛❧❛❡♥❢❛✐✉♥✐♠♣❛❝ ✉ ❧✬❡♠♣❧♦✐✳▲❛♠✐❡❛✉❡❜✉❞❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥✐❞ ❡❝♦♠♠❡♦❜♦❧ ❡✈❛❞❡♣❛✐❛✈❡❝❧❛♠✐❡❛✉❝❤♠❛❣❡❞❡ ❛✈❛✐❧❡✉✳
❊♥❡✛❡✱✐♦♥❝♦♥✐❞❡❧❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❝♦♠♠❡✉❜ ✐✉❛❜❧❡✱❝❡❧❛✐♠♣❧✐✉❡
✉✬♦♥♥❡♣❡✉ ✉❞✐❡ ❧❡❝❤♠❛❣❡✱❧❛♠✐❡ ♣✐❡❞❞❡ ❛✈❛✐❧❡✉✱❛♥ ✉❞✐❡ ❧❛♠✐❡
❛✉❡❜✉❞✉❝❛♣✐❛❧❡♣❛ ❝♦♥ ✉❡♥ ❧❛❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡✳❈❡❡ ✢❡①✐♦♥
❛♠♥❡ ❧❛❞✐✐♥❝✐♦♥❝❧❛✐✉❡❡♥❡❡✈❡♥✉♥❡❡ ❡✈❡♥✉❜✉✱♦✉♣❧✉♣ ❝✐♠❡♥
❡♥❡✐♥✈❡✐❡♠❡♥♥❡❡✐♥✈❡✐❡♠❡♥❜✉✱❞✐✐♥❝✐♦♥❞❥♣ ❡♥❡❞❛♥❧❡❚❛❜❧❡❛✉
❝♦♥♦♠✐✉❡❞❡❋❛♥♦✐◗✉❡♥❛②✳❉❛♥ ❧❛♦✉✲❡❝✐♦♥✉✐✈❛♥❡♥♦✉♠♦♥ ❡♦♥ ✉❡❧❡
♣❛❛♠ ❡❡♠♣❡ ♣✐♠♦❞✐❛❧❞❛♥❧✬❛♥❛❧②❡❝✐❝✉✐✐❡✳
■■■✳✶✳❜✳† ■♥ ❣❛✐♦♥❞✉❡♠♣ ❡ ❞❡ ❛♣❡ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥
❚❡♠♣ ❡ ❛♣❡ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐ ❞❡❋❛♥♦✐ ◗✉❡♥❛②
▲❡❝✐❝✉✐❞❡◗✉❡♥❛②✐♥ ❣❡ ♦✐ ②♣❡❞✬❛❣❡♥ ❝♦♥♦♠✐✉❡✿❧❡❢❡♠✐❡ ✭❋✮✱❧❡
♣♦♣✐❛✐❡❢♦♥❝✐❡ ✭✮✱❧❡❛✐❛♥✭❆✮✳ ♦✉❧✉✐✱❧❛❝❧❛❡♣♦❞✉❝✐✈❡❡ ❧❛❝❧❛❡❞❡
❢❡♠✐❡ ✳❈❡❡❝❧❛❡♥✬❡ ♣❛ ②♠❜♦❧✐ ❡♣❛✉♥❡❢♦♥❝✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳◗✉❡♥❛②♥❡
❞❝✐♣❛❞❡❢♦♥❝✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥♠❛✐✉♥❡❝❛ ❣♦✐❡❞❡❧❛♣♦♣✉❧❛✐♦♥❡ ❡ ❡❧❛✐♦♥
❝♦♥♦♠✐✉❡ ❛✈❡❝❧❡❛✉❡✳❈✬❡ ❞✬❛✐❧❡✉ ❧❡♣❡♠✐❡❝✐❝✉✐ ❝♦♥♦♠✐✉❡❞❡ ✐♥❛✈❡❝
❞❡ ❛♣❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✉✐❢❛✐❛♣♣❛❛ ❡❧❛♥♦✐♦♥❞❡❡♠♣✳
▲❛♣❡♠✐❡ ❛♣❡❡ ❧✬❛❝❤❛❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥♦✉❞❡❞♦❛✐♦♥♣ ❛❧❛❜❧❡
❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✳❈❡❞♦❛✐♦♥ ♦♥❢♦✉♥✐❡♣❛❧❡❢❡♠✐❡ ❡❧❡❛✐❛♥✳▲❡❢❡♠✐❡
♣ ✈♦✐❡♥✉♥ ♦❝❦❞❡❡♠❡♥❝❡♣♦✉❧✬❛♥♥❡✉✐✈❛♥❡❛✐♥✐✉✬✉♥ ♦❝❦❞❡❝ ❛❧❡♣♦✉ ❡
♥♦✉ ✐❡♥❛❡♥❞❛♥❧❛♣❡♠✐❡ ❝♦❧❡✳
▲❛❞❡✉①✐♠❡ ❛♣❡❡ ❧✬❝❤❛♥❣❡❞❡♣♦❞✉✐ ❛❣✐❝♦❧❡❛♣ ❧❛♣✐♦❞❡❞❡ ❝♦❧❡❡
✼✾
❞❡❜✐❡♥❛✐❛♥❛✉①❛♣ ♣♦❞✉❝✐♦♥✳
❈❤❡③◗✉❡♥❛②✱✐❧②❛❞❡✉① ❛♣❡✿❞♦❛✐♦♥♣❛❧❛❜❧❡♣✉✐ ❝❤❛♥❣❡❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥
❛❣✐❝♦❧❡❡❛✐❛♥❛❧❡✳
❚❡♠♣ ❡ ❛♣❡ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐ ❞✉❝❛♣✐❛❧
▲❡❝✐❝✉✐❞✉❝❛♣✐❛❧✐♥❣❡❧❡ ❛♣❡ ❞❡❞♦❛✐♦♥❡♥❢❛❝❡✉❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✱♣✉✐
❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡❡♥✜♥❞❡✈❡♥❡❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✳❈❡ ❛♣❡ ♦♥❞❝✐❡♣❛ ❧❡ ♦✐
♠ ❛♠♦♣❤♦❡✭❆✲❀ ✲▼❀ ▼✲❆✮❞✉❧✐✈❡■■❞✉❈❛♣✐❛❧❞❡ ▼❛①✳■❧❛♣♣❡❧❡✓❆✔❧❛
❢♦♠❡❛❣❡♥✓ ❧❛❢♦♠❡❝❛♣✐❛❧♣♦❞✉❝✐❢✱❡✓▼✔❧❛❢♦♠❡♠❛❝❤❛♥❞✐❡✳
▲❛♣❡♠✐❡♠❛♠♦♣❤♦❡❆✲ ❡ ❧❡♣❛❛❣❡❞❡❧❛❢♦♠❡❆❣❡♥✭❆✮ ❧❛❢♦♠❡❝❛✲
♣✐❛❧♣♦❞✉❝✐❢✭✮✿❊❧❡❝♦♥✐❡ ❛❝❤❡❡❧❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❝♦♠♠❡❧❡♠❛✐❡
♣❡♠✐❡❡❧❡♠❛❝❤✐♥❡ ♥♦ c✭❝❛♣✐❛❧❝♦♥❛♥✮✱❛✐♥✐✉❡❧❡ ❛✈❛✐❧♥♦ v✭❝❛♣✐❛❧
✈❛✐❛❜❧❡✮✳❯♥❡❢♦✐❞♦ ❡♥❝❛♣✐❛❧✱❧❡❝❛♣✐❛❧✐❡♣❡✉♣♦❞✉✐❡❧❛♠❛❝❤❛♥❞✐❡❝♦♥✉❡❧♦
❞❡❝❡ ❡❞❡✉①✐♠❡ ❛♣❡✭✲▼✮✳▲❛♠❛❝❤❛♥❞✐❡❛✉♥♣✐①❣❛❧❛✉❝♦ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡
❛✉♥❡♣❧✉✲✈❛❧✉❡ ❛❧✐ ❡♣❛❧❡❝❛♣✐❛❧✐❡✳❈❡❝♦ ❡ ❣❛❧❛✉❝♦ ❞✉ ❛✈❛✐❧❡❛✉♥❡
❢❛❝✐♦♥✭♠✮❞✉❝❛♣✐❛❧✜①❡❞ ✉✐❡ ❝❤❛✉❡♣ ✐♦❞❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳❊♥✜♥✱❧❡❡♦✉ ❧❛
❢♦♠❡❛❣❡♥✭▼✲❆✮❡ ❧❛✈❡♥❡❞❡❧❛♠❛❝❤❛♥❞✐❡❛✉♣✐①✭m∗cf+cc+v+p✮✱♦p❡
❧❛♣❧✉✲✈❛❧✉❡❞✉❝❛♣✐❛❧✐❡✳▲❡❣❛♣❤✐✉❡❝✐✲❞❡ ♦✉✐❧✉ ❡❝❡♣❤♥♦♠♥❡✿
❋✐❣✉❡■■■✳✶✶✕▲❡❝✐❝✉✐❞✉❝❛♣✐❛❧❞❡▼❛①✱❙❝❤♠❛❞❡❧✬❛✉❡✉
▼✐❡ ♣❛ ❧❡ ❛♣❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✉✐❞✜♥✐ ❡♥✉♥❡♣ ✐♦❞❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✱♦♥
♣❡✉ ❧✬❛✐❞❡❞✉❝✐❝✉✐❞✉❝❛♣✐❛❧❞✜♥✐ ❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡♠♦❛❧❡✱❝✬❡ ❞✐❡❧❡❡♠♣
✽✵
♥❝❡❛✐❡❛✉①❝❛♣✐❛❧✐❡♣♦✉ ♠❡ ❡❛✉❡❜✉❧❡✉❝❛♣✐❛❧♣♦❞✉❝✐❢✳❈❡❡♠♣♣❡✉
❡✈❛❧✉❡♥❡♠♣❧❛❛♥m♣❛µ✱❡♥❝♦♥✐❞❛♥m❝♦♠♠❡✉♥♣♦✉❝❡♥❛❣❡❞❡❞❡ ✉❝✲
✐♦♥♣❤②✐✉❡❞✉❝❛♣✐❛❧❡µ❝♦♠♠❡✉♥♣♦✉❝❡♥❛❣❡❞❡❞❡ ✉❝✐♦♥♠♦❛❧❡❞✉❝❛♣✐❛❧✳
❈❡♥♦✉✈❡❛✉♣♦✉❝❡♥❛❣❡❡ ❧❛♣❛✐❡❞✉❝❛♣✐❛❧♠✐❡❛✉❡❜✉ ❝❤❛✉❡♣ ✐♦❞❡✱❝❛
❝♦♥✐❞ ❡❝♦♠♠❡♣❛❛❡③♣♦❞✉❝✐✈❡♣❛ ❛♣♣♦ ❛✉❝❛♣✐❛❧♣♦❞✉❝✐❢❞❡❝♦♥❝✉❡♥✳
❈❤❡③ ▼❛①✱❧❛♠✐❡❛✉❡❜✉❡ ♣ ♠❛✉ ❡❡♥♣ ❡♥❝❡❞❡❝♦♥❝✉❡♥❝❡♣❧✉ ✉✬❡♥
❛❜❡♥❝❡❞❡❝❡❧❡✲❝✐✳ ♦✉❝❡❡❛✐♦♥✱♥♦✉❝♦♥✐❞♦♥µ>m✳❈❡❞❡✉①♣♦✉❝❡♥❛❣❡
♦♥❛♦❝✐ ❞❡✉①❞✉ ❡❞❡✈✐❡❞✉❝❛♣✐❛❧✳ ♦✉❝♦♠♣❡♥❞❡❧❛❧✐❛✐♦♥❡♥❡❧❛♥♦✐♦♥
❞❡❞❡ ✉❝✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❡❧❛♥♦✐♦♥❞❡❡♠♣✱✐❧✉✣ ❞❡ ✉♠❡ ❧❡♣♦✉❝❡♥❛❣❡❞❡
❞❡ ✉❝✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧ ✉♥❡✈✐❡❡❞❡❞❡ ✉❝✐♦♥❞❡❝❡❧✉✐✲❝✐❀❡❞❡ ✉♠❡❧❛✉❛♥✐
❞✉❝❛♣✐❛❧ ❞ ✉✐❡ ✉♥❡❞✐ ❛♥❝❡ ♣❛❝♦✉✐✳❊♥❝✐❡♥❝❡♣❤②✐✉❡✱❧❡❡♠♣(Te)❡
❣❛❧ ❧❛❞✐❛♥❝❡(Di)❞✐✈✐ ❡♣❛❧❛✈✐❡❡(Vi)✳
Te=DiVi ✭■■■✳✺✮
▲❛✈✐❡❡❞❡❞❡ ✉❝✐♦♥♦✉❞❡♠✐❡❛✉❡❜✉❞❡❧❛ ♦❛❧✐ ❞✉❝❛♣✐❛❧❡ ❞❡m% ❛♥
❝♦♥❝✉❡♥❝❡♦✉❞❡µ%❛✈❡❝❞❡❧❛❝♦♥❝✉❡♥❝❡✳❆✐♥✐✱❧❛❞✉❡❞❡✈✐❡♣❤②✐✉❡❞✉❝❛♣✐❛❧✱
❞✉ ❡❞❡✈✐❡❞✉❝❛♣✐❛❧❡♥❧✬❛❜❡♥❝❡❞❡❝♦♥❝✉❡♥✱♥♦❡T❡ 100%m ✳▲❛❞✉❡❞❡✈✐❡
♠♦❛❧❡❞✉❝❛♣✐❛❧✱❞✉ ❡❞❡✈✐❡❞✉❝❛♣✐❛❧✱❡♥♣ ❡♥❝❡❞❡❝♦♥❝✉❡♥✱♥♦❡D❡ 100%µ ✳
100%
m >
100%
µ ✭■■■✳✻✮
▲❡❡♠♣❞❡ ❝✉♣❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧τ♣❡✉ ❣❛❧❡♠❡♥ ✬❡①♣✐♠❡ ❧✬❛✐❞❡❞✉❝✐❝✉✐❞✉
❝❛♣✐❛❧✳❙✐♦♥❝♦♥✐❞❡❧❡♠❛✐❡♣❡♠✐❡❝♦♠♠❡♥❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡❧❛✐✈❡♠❡♥❛✉❝❛♣✐❛❧
✜①❡✱♦♥♣❡✉ ♥♦❡ ✉❡❧❡❝❛♣✐❛❧❝✐❝✉❧❛♥c❞♦✐ ❡✜♥❛♥❝ ❝❤❛✉❡♣ ✐♦❞❡♣❛❧❡
♣♦❞✉✐ ❞❡❧❛✈❡♥❡♥❡❡❞✉❝❛♣✐❛❧✈❛✐❛❜❧❡♦✐❝❡✉✬✐❧❡❡❛✉①❝❛♣✐❛❧✐❡❡♥❢♦♠❡
❛❣❡♥ ❝❤❛✉❡♣ ✐♦❞❡✿µ∗c+p✳❙✐♦♥❝♦♥✐❞❡c❝♦♠♠❡✉♥❡✓❞✐❛♥❝❡ ✜♥❛♥❝❡✔
❡µ∗c+p❧❛✓✈✐❡❡❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✔✱♦♥❛❛❧♦ ✿
✽✶
τ= cm∗c+p ✭■■■✳✼✮
❊ ❞♦♥❝❛✈❡❝❧❡ ❧♠❡♥ ❞✉❝✐❝✉✐❞✉❝❛♣✐❛❧✱❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡❝✐❡♣❡✉ ✬❝✐❡❞❡
❧❛♠❛♥✐❡✉✐✈❛♥❡✿
1
µ<
c
m∗c+p ✭■■■✳✽✮
▲❡❝✐❝✉✐❞✉❝❛♣✐❛❧✐♥❣❡❧❛♥♦✐♦♥❞✬❛♣❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡❝♦♥✐❞❡❧❡❡♠♣
❝♦♠♠❡❧❛♥♦✐♦♥❝❡♥❛❧❡♣♦✉❝♦♠♣❡♥❞❡❧❛❝✐❡❞✉② ♠❡❝❛♣✐❛❧✐❡✳▲❛♥♦✐♦♥❞❡
❡♠♣❢❛✐ ❣❛❧❡♠❡♥♣❛ ✐❡✐♥❣❛♥❡❞✉❝✐❝✉✐❦❡②♥ ✐❡♥
❚❡♠♣ ❡ ❛♣❡ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐ ❞❡❑❡②♥❡
▲❛❚❤♦✐❡❣♥ ❛❧❡♣♦♣♦❡ ❣❛❧❡♠❡♥ ❞❡ ❛♣❡ ❞✉✜♥❛♥❝❡♠❡♥ ❧❛✈❡♥❡❞❡
♠❛❝❤❛♥❞✐❡✳❈✬❡ ❞✬❛✐❧❡✉ ❧❛❤✐❛❝❤✐❡❡♥❡❧❡❢♦♥❝✐♦♥♠❛❝♦❝♦♥♦♠✐✉❡❞❡♣♦✲
❞✉❝✐♦♥✉✐ ❛❜❧✐❧✬♦❞❡❞❡❝❡ ❛♣❡✳◆♦✉❛✈♦♥♣ ❡♥ ❝❡❝✐❝✉✐❡♥♣❡♠✐❡♣❛✐❡✱
♠❛✐ ❧❡ ❛♣❡❞✉❝✐❝✉✐❝❤❡③❑❡②♥❡ ♦♥❛✉✐✐♠♣♦❛♥❡ ✉❡❝❤❡③◗✉❡♥❛②♦✉▼❛①✳
▲❛♣❡♠✐❡ ❛♣❡❡ ❧❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥♣❛❧❡♣❧❡❇❞❡✐♥✈❡✐❡♠❡♥ ❢✉✉ ❞✉♣❧❡
❊✳▲❛❞❡✉①✐♠❡ ❛♣❡❡ ❧✬❛❝✉✐✐✐♦♥❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❝♦♠♠❡❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐❞✉
❝❛♣✐❛❧✱❡✱❡♥✜♥✱❧❛❞✐✈✐✐♦♥❞✉❡✈❡♥✉❞❡❧❛♣♦♣✉❧❛✐♦♥❡♥❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❡ ♣❛❣♥❡✳
▲❛ ♣❝✐✜❝✐ ❞✉❝✐❝✉✐❦❡②♥ ✐❡♥❡ ✉✬✐❧♣❡✉ ♥♦✉ ✐♥❞✐✉❡ ✉♥ ❡♠♣❞❡❝✐❝✉✐✳❈❡
❡♠♣❝♦❡♣♦♥❞❛✉❧❛♣❞❡❡♠♣ ✉✐✬❝♦✉❧❡❡♥❡❧✬✐♥❥❡❝✐♦♥❞✬✉♥❡✉♥✐ ♠♦♥ ❛✐❡❡
♦♥❡♦✉ ♦✉❢♦♠❡❞✬♣❛❣♥❡❛✉♣❧❡❇✳❯♥❛✉❡❡♠♣ ✉✐♥♦✉✐♥ ❡❡❞❛✈❛♥❛❣❡
✐❝✐❡ ❧❡❡♠♣❞❡ ♦❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧♣♦❞✉❝✐❢❞❛♥❧❡❝❛❞❡❞✉❝✐❝✉✐❦❡②♥ ✐❡♥✱✉✐
❞♣❡♥❞❞✬✉♥❝♦♥❝❡♣ ✉❡♥♦✉❞✈❡❧♦♣♣❡♦♥❞❛♥❧❛ ♦✐✐♠❡ ❡❝✐♦♥❞❡❝❡❝❤❛♣✐❡✳
✽✷
■■■✳✶✳❜✳‡ ■♥ ❣❛✐♦♥❞❡❧❛❝♦♠♣❧♠❡♥ ❛✐ ❞❡ ❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥
▲❛❝♦♠♣❧♠❡♥❛✐ ❞❡ ❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡ ❝❡❛✐♥❡♠❡♥✉♥❞❡ ❛✐ ❝♦♠✲
♠✉♥ ❞❡ ❛♥❛❧②❡❝✐❝✉✐✐❡✳▲❡❝✐❝✉✐ ❝♦♥♦♠✐✉❡ ❞❡◗✉❡♥❛②✱ ▼❛①❡ ❑❡②♥❡
♦♥❝♦♥✐❞❡♥❧❡❢❛❝❡✉ ❝♦♠♠❡❝♦♠♣❧♠❡♥❛✐❡✳▲❛✉❜✐✉❛❜✐❧✐ ❡ ♣♦ ✐❜❧❡ ❧♦♥❣
❡♠❡❞❛♥ ❧❡❝❛❞❡❞✬✉♥❝❤❛♥❣❡♠❡♥❞❡♠♦②❡♥ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥♠❛✐♥✬❡ ❡♥❛✉❝✉♥❝❛
❧❡❢✉✐❞✬✉♥❛❜✐ ❛❣❡❛✐♦♥♥❡❧❞✉♣♦❞✉❝❡✉❡♥❡❝❛♣✐❛❧❡ ❛✈❛✐❧✳
❈♦♠♣❧ ♠❡♥ ❛✐ ❞❡ ❢❛❝❡✉ ❞❛♥ ❧❡❝✐❝✉✐ ❞❡◗✉❡♥❛②
❈❡❝✐❝✉✐♠♦♥ ❡❧❡ ❛♣♣♦ ♦❝✐❛✉①❡♥❡❧❡❢❡♠✐❡ ❡❧❡❛✐❛♥✳❙✐❧❛✈❛❧❡✉
♣♦✈✐❡♥❞❡❧❛❡❡❝❤❡③❋❛♥♦✐◗✉❡♥❛②✭❝❢✿❝✐❝✉✐✮✱✐❧♥✬❡♥❞❡♠❡✉❡♣❛♠♦✐♥ ✉❡
❧✬❡①❛❝✐♦♥❞❡❧❛✈❛❧❡✉❞❡❧❛❡❡❡ ❡♥❞✉❡♣♦✐❜❧❡♣❛❧❛❝❛✐♦♥❞✬♦✉✐❧❞❡❧❛♣❛ ❞❡
❛✐❛♥✳❈❡❞❡✉①❝❧❛ ❡ ♦❝✐❛❧❡✭❧❡❛✐❛♥❡❧❡❢❡♠✐❡ ✮♦♥❛❧♦ ❝♦♠♣❧♠❡♥❛✐❡
♣♦✉❡①❛✐❡❧❛✐❝❤❡❡❞❡❧❛❡❡✳
❈♦♠♣❧ ♠❡♥ ❛✐ ❞❡ ❢❛❝❡✉ ❞❛♥ ❧❡❝✐❝✉✐ ❞❡ ▼❛①
▼❛①♠❡❡♥❡①❡❣✉❡❧❡❝❛❛❝ ❡❝♦♠♣❧♠❡♥❛✐❡❞❡❢❛❝❡✉ ❝❛♣✐❛❧❡ ❛✈❛✐❧✳❉❛♥
❧❡❝✐❝✉✐❞❡ ♠❛❝❤❛♥❞✐❡✭✈✉❡♥♣❡♠✐❡♣❛✐❡❞❡❝❡❡❤ ❡✮✱❧❛❞✐♦❝✐❛✐♦♥❡♥❡
❧❡♣❧❡K1❡❧❡♣❧❡H❞❡♦✉✈✐❡ ❡ ✐♥❞✐♣❡♥❛❜❧❡ ❧❛❞②♥❛♠✐✉❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❞✉
♣❧❡K2❞❡ ♠♦②❡♥ ❞❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✳❉❛♥❧❡❝✐❝✉✐❞✉❝❛♣✐❛❧❧✬❛❝❤❛ ❞❡ ❢❛❝❡✉
❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❞❛♥❧❛♠❛♠♦♣❤♦❡❆✲ ❞✐ ♦❝✐❡❧✬❛❝❤❛❞✉❝❛♣✐❛❧✈❛✐❛❜❧❡❞✉❝❛♣✐❛❧
❝♦♥❛♥✳❊♥❝♦✉❡♣✐♦❞❡✱▼❛①❝♦♥✐❞❡❧❡❞✐✛ ❡♥ ❢❛❝❡✉ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❝♦♠♠❡
❝♦♠♣❧♠❡♥❛✐❡✳▲❛✉❜ ✐✉✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❛✉ ❛✈❛✐❧ ✉❡▼❛①♠❡✉❡❛✈❡❝❧✬✈♦❧✉✐♦♥
❞❡❧❛✓❝♦♠♣♦✐✐♦♥♦❣❛♥✐✉❡❞✉❝❛♣✐❛❧✔♥✬❡ ♣♦ ✐❜❧❡✉❡❞❛♥❧❡❝❛❞❡❞✬✉♥❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥ ❡❝❤♥♦❧♦❣✐✉❡❝✬❡ ✲✲❞✐❡❞❡❧♦♥❣❡♠❡✳▼❛①♥❡❝♦♥✐❞❡♣❛❝❡❡✉❜ ✐✉✐♦♥
❝♦♠♠❡❧❛ ✉❧❛♥❡❞✬✉♥❡♦✉♥❡♠❡♥❞✉❛♣♣♦ ❞❡♣✐①❝❛♣✐❛❧✴❛✈❛✐❧✳
❈♦♠♣❧ ♠❡♥ ❛✐ ❞❡ ❢❛❝❡✉ ❞❛♥ ❧❡❝✐❝✉✐ ❞❡❑❡②♥❡
❈❡❝✐❝✉✐❞❝✐❧❡❛♣♣♦ ❡♥❡ ♦✐❢♦♥❝✐♦♥♠❛❝♦❝♦♥♦♠✐✉❡ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✿
✜♥❛♥❝❡♠❡♥✱♣♦❞✉❝✐♦♥❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✳▲❛♣♦❞✉❝✐♦♥❡ ❡♥❞✉❡♣♦✐❜❧❡♣❛❛❝✉✐✲
✐✐♦♥❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡❡❞❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✐♥❡♠❞✐❛✐❡❞✬✉♥❡♣❛ ❡❞❡ ❛✈❛✐❧❛✉♣
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❧❡❝②❝❧❡❡✉♦♣❡♥❡❥❛♣♦♥❛✐✳▲❛❡♥❞❛♥❝❡❣❧♦❜❛❧❡♣♦✉❝❡♣❛②❡ ✉♥❛❝❝♦✐❡♠❡♥
❥✉✉✬ ❧❛✜♥❞❡❛♥♥❡✶✾✼✵❡❧❡❞❜✉❞❡❛♥♥❡✶✾✽✵✱♣✉✐✉♥❡❞✐♠✐♥✉✐♦♥❛♣✐❞❡❛✉
❞❜✉❞❡❝❡❛♥♥❡✶✾✽✵✳❯♥❡❡♠♦♥❡❞✉❛✉①✬♦♣❡❥✉ ✉✬❛✉❞❜✉❞❡❛♥♥❡✶✾✾✵
♣♦✉❡♥✜♥❝♦♥♥❛ ❡✉♥❡❡♥❞❛♥❝❡ ❧❛❜❛✐❡❥✉ ✉✬ ♥♦❥♦✉✳●❧♦❜❛❧❡♠❡♥♦♥♦❜❡✈❡
✉♥❡❝❤✉❡❞❡❧✬✉✐❧✐❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧♣♦❞✉❝✐❢✳ ❛❡①❡♠♣❧❡❡♥❋❛♥❝❡❝❡❛✉① ❛✐❞❡
❧✬♦❞❡✽✽✪❡♥✶✾✽✵❡❞❡✽✵✪❡♥✷✵✶✵✳
■■■✳✷✳❜ ❯✐❧✐❛✐♦♥❡❤ ♦❣♥✐ ❞✉❝❛♣✐❛❧
■■■✳✷✳❜✳∗ ❯ ✐❧✐❛✐♦♥❡♣♦❞✉❝✐✈✐ ❞✉❝❛♣✐❛❧
▲❡❞❡❣ ❞✬✉✐❧✐❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧✐♥✢✉❡♥❝❡❧❛♣♦❞✉❝✐✈✐ ❞❡❢❛❝❡✉✳❈✬❡ ❝❡✉✬♦❜✲
❡✈❡♥❆♥①♦❡ ❇✐❣ ❡♥❬✶✾✽✾❪✱❝✬❡✲✲❞✐❡✉♥❡❝♦ ❧❛✐♦♥♥❣❛✐✈❡❡♥❡❧❛❝♦✐❛♥❝❡
❞✉ ■❇❡❧❡❞❡❣ ❞✬✉✐❧✐❛✐♦♥❞❡❝❛♣❛❝✐ ❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✳❊♥❡✛❡❧♦ ✉❡❝❡❞❡❣
❡ ❢❛✐❜❧❡✱♦♥✬❛♣❡♦✐ ✉❡❧❛♣♦❞✉❝✐✈✐ ❡ ❧❡✈❡❡❞✐♠✐♥✉❡ ♠❡✉❡ ✉❡❧❡❞❡❣
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❡ ❧❡❝❛♣✐❛❧❧❡♣❧✉♣♦❞✉❝✐❢✭❡❡♥❞❡♥✐❡❧✐❡✉❧❡♠♦✐♥♣♦❞✉❝✐❢✮✳❈❡❧❛✉♣♣♦❡ ✉❡
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❞✉❞❡❣ ❞✬♦♣✐♠✐♠❡❞❡ ❝❛♣✐❛❧✐❡ ✉❛♥ ✉♥❡❛♠❧✐♦❛✐♦♥♣♦♥❝✉❡❧❡❞❡❧❛✐✉❛✐♦♥
❝♦♥♦♠✐✉❡✳ ♦♥❝✉❡❧❡✱❝❛ ✬✐❧❛❡♥❞❛✐❡♥✉♥❡❡♠❜❡❧✐❡❞❡❧♦♥❣✉❡❞✉ ❡✐❧❛❝❤ ❡❛✐❡♥
❞✉❝❛♣✐❛❧♥❡✉❢❝❡ ✉✐❛❝❝♦✐❛✐❧❛❢♦♠❛✐♦♥❜✉❡❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡✭❋❇❈❋✮✳❙✐❧❡♣♦✲
❞✉❝❡✉ ❡✐♠❡♥ ✉❡❧❛✐✉❛✐♦♥❝♦♥♦♠✐✉❡♣❡✉ ✬❛♠❧✐♦❡ ❝♦✉ ❡♠❡✱✐❧ ♦♥ ♦✉
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❞✉❝❛♣✐❛❧❞ ❡♥✉♣❛❧❡❝♦♥❝✉❡♥✳▲❡❝❛♣✐❛❧❡♥❞✉♦❜♦❧ ❡♣❛❡❞❡❧❛❝❛❣♦✐❡❞❡
❝❛♣✐❛❧✉✐❧❡✐♥✉✐❧❡✳❉❛♥✉♥❞❡✉①✐♠❡ ❡♠♣ ❡❧♦♥❧✬♦♣✐♠✐♠❡❡ ❧❡❝♦ ❞✬❡♥❡✐❡♥❞✉
❝❛♣✐❛❧✱ ✉❡❑❡②♥❡♥♦❡❞❛♥❧✬✓❆♣♣❡♥❞✐❝❡✉❧❡❝♦ ❞✬✉❛❣❡✔❞❡❧❛❚❤♦✐❡❣♥ ❛❧❡
✓❇✬✔✱❧❡❝❛♣✐❛❧♣❛❡❞❡❧❛❝❛❣♦✐❡❞❡❝❛♣✐❛❧✐♥✉✐❧❡ ❝❛♣✐❛❧♠✐❛✉❡❜✉✳
■■■✳✸ ❱✐❡ ❡❞❡♦❛✐♦♥❡ ❛✉①❞❡❝❤♠❛❣❡
▲✬✐♥✉✐❧✐❛✐♦♥❞✉❢❛❝❡✉❝❛♣✐❛❧♦✉❧✬❤②♣♦❤ ❡❞❡❝♦♠♣❧♠❡♥❛✐ ❞❡❢❛❝❡✉ ❞❡
♣♦❞✉❝✐♦♥✜❞❧❡❧✬❛♥❛❧②❡❝✐❝✉✐✐❡✱❞♦✐❡♥❣❡♥❞❡✉♥❡✐♥✉✐❧✐❛✐♦♥❞✉❢❛❝❡✉ ❛✈❛✐❧✳
❆✐♥✐❝❡❡❡❝✐♦♥♠♦♥❡❛❧❡❧✐❡♥❡♥❡❞❡✉①✈❛✐❛❜❧❡✿❧❛✈✐❡❡❞❡♦❛✐♦♥❡❧❡❛✉①❞❡
❝❤♠❛❣❡✳❉❛♥ ✉♥❡♣❡♠✐❡♦✉✲❡❝✐♦♥♥♦✉❞✜♥✐♦♥❧❡❛✉①❞❡❝❤♠❛❣❡❡ ❧❛✈✐❡❡
❞❡♦❛✐♦♥✳❆✉❝✉♥❡ ✉❞❡♥✬❛❞✜♥✐❧❛✈✐❡❡❞❡♦❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❛✈❡❝❞❡❛❣ ❣❛
❞❡❝♦♠♣❛❜✐❧✐ ♥❛✐♦♥❛❧❡✳◆♦✉♣♦♣♦❡♦♥❞♦♥❝✐❝✐✉♥❡♠❡✉❡❞❡❝❡❡♦❛✐♦♥✳❉❛♥
✉♥❡❞❡✉①✐♠❡ ♦✉✲❡❝✐♦♥✱♥♦✉♣♦♣♦❡♦♥✉♥❡♠♦❞❧✐❛✐♦♥✉✐♣❡♠❡ ❞❡♠♦♥❡✉♥
❧✐❡♥❡♥❡❝❡❞❡✉①✈❛✐❛❜❧❡✳
■■■✳✸✳❛ ❉✜♥✐✐♦♥❞❡❧❛✈✐❡ ❡❞❡ ♦❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❡ ❞✉ ❛✉①
❞❡❝❤♠❛❣❡
▲❛ ♦❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧❡ ❞✜♥✐❡❞❛♥ ❧❛❞❡✉①✐♠❡ ❡❝✐♦♥❞✉❧✐✈❡■■❞✉❈❛♣✐❛❧✳
❈❡ ❡♦❛✐♦♥❡ ✉♥♣❤♥♦♠♥❡♣ ✐♦❞✐✉❡✳▲❛❞✉ ❡❞❡❧❛♦❛✐♦♥♠❡✉❡❧❛♣✐♦❞✐❝✐
❞❡❧❛✈✐❡❞✉❝❛♣✐❛❧✳❙✐❧❡❝❛♣✐❛❧❡✈ ♣❧✉✐❡✉ ❢♦♠❡ ❝❤❡③▼❛①✿✭❝❛♣✐❛❧❝✐❝✉❧❛♥✱
❡♣ ❡♥❛♥❧❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥✐♥❡♠❞✐❛✐❡✱❝❛♣✐❛❧✈❛✐❛❜❧❡✱❡♣ ❡♥❛♥❧❡ ❛✈❛✐❧✮
❡✉❧❧❡❝❛♣✐❛❧✜①❡❡ ✉✐❧❡ ♣❧✉✐❡✉ ♣ ✐♦❞❡❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡❡ ♣❛❝♦♥ ✉❡♥✉♥
✽✽
✐♥❞✐❝❛❡✉❞✬❛♥❛❧②❡❝♦♥♦♠✐✉❡❞❡❧♦♥❣✉❡♣✐♦❞❡✳♦✉❝❡❡❛✐♦♥✱❧✬❛♥❛❧②❡❞❡❝✐❡
❞♦✐❝♦♥✐❞❡❧✬✈♦❧✉✐♦♥❣❧♦❜❛❧❡❞✉✓♦❝❦❞❡❝❛♣✐❛❧✔❞❡✜♠❡ ✉✐❧❡ ❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✳
❈❡ ♦❝❦❞❡❝❛♣✐❛❧✉✐❧✐ ❞ ❡♠✐♥❡ ❣❛❧❡♠❡♥❧❡✓♦❝❦❞❡ ❛✈❛✐❧✔✉✐❧✐✳
▲❡ ♦❝❦❞❡❝❛♣✐❛❧✱♥♦ ✭❑✮✱❡ ❞✜♥✐❝♦♠♠❡❧❡ ♦❝❦❞❡❧❛♣ ✐♦❞❡❛♥ ✐❡✉❡✭❑✲✶✮✱
❛✉✉❡❧❡ ❛❥♦✉ ❧✬✓✐♥✈❡✐❡♠❡♥❜✉✔❞❡❧❛♣ ✐♦❞❡❡❞✉✉❡❧❡ ❡❛♥❝❤❧❛✓❝❛♣✐❛❧
✜①❡✔✳❈❡✐♥✈❡✐❡♠❡♥❜✉❡ ❧✬❛❝✉✐✐✐♦♥❞❡♥♦✉✈❡❛✉① ✉✐♣❡♠❡♥ ♣♦❞✉❝✐❢♣❛
❧❡♣♦❞✉❝❡✉ ❞❛♥❧❛♣✐♦❞❡ ✉❞✐❡✳❈❡✐♥✈❡✐❡♠❡♥❡ ❛♣♣❡❧♣❛❧❡❝♦♠♣❛❜❧❡
♥❛✐♦♥❛✉①✱✓❢♦♠❛✐♦♥❜✉❡❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡✔✭FBCF✮✳■❧✬❛❣✐❞❡❧✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❜✉
❞✉ ♦❝❦❞❡❝❛♣✐❛❧✳
▲❛❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❞❡❝❛♣✐❛❧✜①❡✭CCF✮✱❡ ❧✬❡♥❡♠❜❧❡❞❡ ✉✐♣❡♠❡♥ ♣♦❞✉❝✐❢
♠✐ ❛✉❡❜✉♣❛ ❧❡♣♦❞✉❝❡✉ ❞❛♥ ❧❛♣✐♦❞❡ ✉❞✐❡✳❈❡❡♠✐❡❛✉❡❜✉❡ ✉♥❡
❞✐♠✐♥✉✐♦♥❞✉ ♦❝❦❞❡❝❛♣✐❛❧♣♦✉❧❡♣♦❞✉❝❡✉✳▲❛✈✐❡❡❞❡♦❛✐♦♥❞✉❝❛♣✐❛❧✱
♥♦ ❡VR❡ ❧❛♣❛ ❞✉❝❛♣✐❛❧♠✐❤♦ ❞✬✉❛❣❡ ❧❛✜♥❞❡❧❛♣✐♦❞❡♣❛ ❛♣♣♦ ❧❛
✉❛♥✐ ❞❡❝❛♣✐❛❧❛❝✉✐❡♥❞❜✉❞❡♣ ✐♦❞❡✳❆✐♥✐✱♣❧✉❧❛✉❛♥✐ ❞❡❝❛♣✐❛❧♠✐❛✉
❡❜✉❡ ✐♠♣♦❛♥❡♣❛ ❛♣♣♦ ❛✉❝❛♣✐❛❧♥♦✉✈❡❧❡♠❡♥❛❝✉✐✱♣❧✉❧❡❡♥♦✉✈❡❧❡♠❡♥
❞✉❝❛♣✐❛❧❡ ✐♠♣♦❛♥✱❝❡✉✐❝♦ ❡♣♦♥❞ ✉♥❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❧❛VR✳❖♥♣❡✉❞♦♥❝
♥♦❡✿
VR= CCFFBCF ✭■■■✳✾✮
◆♦✉ ♣♦✉✈♦♥ ♠♦♥ ❡ ✉❡❧✬✐♥✈❡ ✐❡♠❡♥♥❡✱I✱❞♣❡♥❞♥❣❛✐✈❡♠❡♥❞❡❧❛VR✳❊♥
❡✛❡✱♣✉✐✉❡✿
I=IB−CCF ✭■■■✳✶✵✮
❖♥♣❡✉ ♥♦❡ ✉❡✿
I=(1−VR)∗IB ✭■■■✳✶✶✮
◆♦✉ ♠♦♥ ♦♥♠❛✐♥❡♥❛♥ ✉❡❧❛✈✐❡❡❞❡♦❛✐♦♥❡♥❡✐❡♥✉♥❡❡❧❛✐♦♥♣♦✐✐✈❡
❛✈❡❝❧❡❛✉①❞❡❝❤♠❛❣❡✳ ♦✉❝❡❢❛✐❡✱✐❧♥♦✉❢❛✉❞✜♥✐❧❡❛✉①❞❡❝❤♠❛❣❡✳
▲❡✓ ♦❝❦❞❡ ❛✈❛✐❧✔♦✉❧❛♣♦♣✉❧❛✐♦♥❛❝✐✈❡✱♥♦ PA✱❡ ❧✬❡♥❡♠❜❧❡❞❡❧❛♠❛✐♥✲
❞✬ ✉✈❡❞✐♣♦♥✐❜❧❡♣♦✉ ♣♦❞✉✐❡✳❊❧❡❡ ❝♦♠♣♦❡❞❡❧❛♣♦♣✉❧❛✐♦♥❛❝✐✈❡❡♠♣❧♦②❡✱
♥♦ ❡PAE✱❡❞❡❧❛♣♦♣✉❧❛✐♦♥❛❝✐✈❡✐♥❡♠♣❧♦②❡PAI✳▲❡❛♣♣♦ ❡♥❡❧❛♣♦♣✉❧❛✐♦♥
❛❝✐✈❡✐♥❡♠♣❧♦②❡❡❧❛♣♦♣✉❧❛✐♦♥❛❝✐✈❡❡ ❧❡❛✉①❞❡❝❤♠❛❣❡✱♥♦ TC✳
✽✾
❆✐♥✐♦♥♦❜✐❡♥✿
PA=PAE+PAI ✭■■■✳✶✷✮
TC=PAIPA ✭■■■✳✶✸✮
⇔PAE=PA∗(1−TC) ✭■■■✳✶✹✮
❆♣ ❝❡❞✜♥✐✐♦♥♥♦✉❛❧♦♥ ❛❜❧✐❧❡❧✐❡♥❡♥❡❧❛✈✐❡❡❞❡♦❛✐♦♥❡❧❡❛✉①❞❡
❝❤♠❛❣❡✳
■■■✳✸✳❜ ▲✐❡♥❡♥❡✈✐❡ ❡❞❡ ♦❛✐♦♥❡ ❛✉①❞❡❝❤♠❛❣❡
▲❡❡❧❛✐♦♥❡♥❡❝❡❞❡✉①❛❣ ❣❛ ❡ ❡♥❞✉❡♣♦✐❜❧❡♣❛❞❡✉①❞✜♥✐✐♦♥❞✉❡✈❡♥✉
♥❡R❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡✈✉❡♥■■✳✷✳❜✳∗✳ ❡♠✐❡♠❡♥❧❛❞✜♥✐✐♦♥❞✉❡✈❡♥✉♥❡♣❛
❧✬♦♣✐✉❡❞❡❧❛❞❡♠❛♥❞❡✿
R=I+C ✭■■■✳✶✺✮
⇔R=[(1−VR)∗IB]+C ✭■■■✳✶✻✮
◆♦✉ ❝♦♥❛♦♥ ✉❡R❡ ✉♥❡❢♦♥❝✐♦♥♥❣❛✐✈❡❞❡❧❛✈✐❡❡❞❡♦❛✐♦♥✳
❉❡✉①✐♠❡♠❡♥✱❧❛❞✜♥✐✐♦♥❞✉❡✈❡♥✉♥❡♣❛❧✬♦♣✐✉❡❞❡❧❛♣♦❞✉❝✐♦♥✿
R=PAE∗πT ✭■■■✳✶✼✮
⇔R=[PA∗(1−TC)]∗πT ✭■■■✳✶✽✮
◆♦✉ ❝♦♥❛♦♥✐❝✐✉❡R❡ ✉♥❡❢♦♥❝✐♦♥♥❣❛✐✈❡❞✉❛✉①❞❡❝❤♠❛❣❡✳
◆♦✉ ♣♦✉✈♦♥❛❧♦ ❛✣♠❡ ✉❡VR❡❧❡TC✈❛✐❡♥❞❛♥❧❡♠♠❡ ❡♥✳❈✬❡ ❝❡✉❡
♥♦✉❝♦♥❛♦♥✿
PA∗(1−TC)∗πt=[(1−VR)∗IB]+C ✭■■■✳✶✾✮
⇔(1−TC)∗πt∗PA=[(1−VR)∗IB]+C ✭■■■✳✷✵✮
⇔(1−VR)=πt∗PA∗(1−TC)−CIB ✭■■■✳✷✶✮
✾✵
⇔VR=−πt∗PA∗(1−TC)−C+IBIB ✭■■■✳✷✷✮
◆♦✉ ❛✈♦♥ ♠♦♥ ❞❛♥ ❝❡❝❤❛♣✐❡❧❡❞✐✛ ❡♥❝❡❞❡♥♦✐♦♥❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥❡♥❡
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♣❡✉ ❡❡✣❝❛❝❡❛♥❧✉❡❝♦♥❡❧✬❡①❝❞❡♥❞❡❛✉❡✳
▲❡♣✐♥❝✐♣❡❞❡❡♥❞❡❡♣♦♥❛❜❧❡ ❧❡♣❛② ❡①❝❞❡♥❛✐❡❛✉❛♥ ✉❡❧❡ ♣❛② ❞✜✲
❝✐❛✐❡♥✬❛♣❛ ❡❡♥✉❞❛♥❧❡ ② ♠❡ ♠♦♥ ❛✐❡❥✉✉✬ ♥♦ ❥♦✉✳▲❡② ♠❡
♠♦♥ ❛✐❡✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧❡ ❛✉❥♦✉❞✬❤✉✐❢♦♥❞ ✉ ❧❛❡✉❧❡✓❝✉❧♣❛❜✐❧✐❛✐♦♥✔❞❡♣❛②
❞✜❝✐❛✐❡ ✉✐❞♦✐✈❡♥ ❡♦✉♠❡ ❡❛✉①❡①✐❣❡♥❝❡❞❡♦❣❛♥✐❛✐♦♥ ❝♦♥♦♠✐✉❡✐♥❡✲
♥❛✐♦♥❛❧❡✳❆✐♥✐✱✬✐❧♥✬❡①✐❡❛✉❝✉♥② ♠❡♠♦♥ ❛✐❡✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧♦✣❝✐❡❧❡♠❡♥ ❛❜❧✐✱
✐❧②❛♥❛♥♠♦✐♥✱❞❡♣✉✐✈✐♥❣✲❝✐♥❛♥✱✉♥❝♦♥❡♥✉✭❞❡♣❛② ✐❝❤❡✮✉✐❡♥❞❡♣♦♥✲
❛❜❧❡❧❡ ♣❛② ❧❡♠♦✐♥ ❛✈❛♥❝ ❞❡❧❡✉ ✐✉❛✐♦♥❞❡❞✜❝✐✳❈❡❝♦♥❡♥✉ ✬❛♣♣❡❧❡❧❡
✓❝♦♥❡♥✉❞❡ ❲❛❤✐♥❣♦♥✔✱❡❡①✐❣❡❞❡♣❛②❧❡♠♦✐♥ ❛✈❛♥❝ ❞❡♠❡♥❡✉♥❡♣♦❧✐✐✉❡
♥♦❧✐❜ ❛❧❡✱✉✐❜✐❡♥♦✉✈❡♥♥✬❛♣❛❧❡❡✛❡ ❡❝♦♠♣ ❡♥❡♠❡ ❞❡❝♦✐❛♥❝❡❡❞❡❞✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥✭❙✐❣❧✐③❬✷✵✵✷❪❡❇❡ ✱❈♦♠❜❛♥♦✉✱❬✷✵✵✹❪✮✳■❧❡ ✐♥ ❡❛♥❞❡❝♦♥ ❛❡
✉❡❝❡ ♣♦❧✐✐✉❡ ✬❛♣♣❧✐✉❡♥ ♦✉❧❡♣❛② ❞✜❝✐❛✐❡ ❧✬❡①❝❡♣✐♦♥❞❡➱❛✲❯♥✐✱
✉✐ ♠❡ ❡♥❧❛♠♦♥♥❛✐❡❞❡ ❡✈❡✐♥❡♥❛✐♦♥❛❧❡✳
❱✳✸ ❚❤ ♦✐❡❞❡❧✬ ✉✐❧✐❜❡❡♣♦✉✈♦✐ ❞❡ ♣❛❣♥❛♥
❆❧❛ ✉✐❡❞✉❝❤♦❝♣ ♦❧✐❡ ❞❡✶✾✼✸✱❧❡ ❜❛♥✉❡ ❝❡♥❛❧❡ ❞❝✐❞❡♥❞✬❛❝❝♦ ❡❧❡
❛✉①❞✬✐♥ ♠♦♥ ❛✐❡❛✜♥❞❡❥✉❣✉❧❡❧✬✐♥✢❛✐♦♥✐♠♣♦ ❡❞❡♣♦❞✉✐ ♣ ♦❧✐❡✳▲❡
♣❛②❡♥✈♦✐❡❞❡❞✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥✱♥♦❛♠♠❡♥❧❡♣❛②❞✬❆♠ ✐✉❡❞✉✉❞❡♥❞❡ ✱ ❛✉①
✈❛✐❛❜❧❡✱❡❡♦✉✈❡♥❛✈❡❝✉♥❡❞❡❡♣✉❜❧✐✉❡❛❧♦✉❞✐❡❡ ❛✉❜♦❞❞❡❧❛❝❡ ❛✐♦♥❞❡
♣❛✐❡♠❡♥✳▲❡❜❛♥✉❡✱✈♦②❛♥ ❡♣♦✜❧❡✉♥✐✉❡❝♦✐❛♥❞❡❞❢❛✉❞❡♣❛✐❡♠❡♥❞❡❧❛
♣❛ ❞❡♣❛②❡♥❞✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥✱♦♥♣ ❢ ❡❞❜❛ ❛❡❞✉✐✉❡ ✉✬❡❧❡♣♦ ❛✐❡♥ ✉
❧❡ ♣❛❣♥❛♥✳❈✬❡ ❧❡❞❜✉❞❡❧❛✐✐❛✐♦♥✱❝✬❡ ❞✐❡❧❛✈❡♥❡❞❡❝❛♥❝❡❜❛♥❝❛✐❡
❞✐❡❝❡♠❡♥❛✉①♣❛❣♥❛♥✳❆✐♥✐♥❛✐❧❛❞✐♥❡♠❞✐❛✐♦♥✜♥❛♥❝✐❡✳● ❝❡ ❡❧❡✱❧❡
♣❛❣♥❛♥ ♣ ❡♥❞✐❡❝❡♠❡♥❛✉①❞❜✐❡✉ ❛♥♣❛ ❡♣❛❧❡② ♠❡❜❛♥❝❛✐❡✳
❙❡❧♦♥❧❛❤♦✐❡❞❡❧✬✉✐❧✐❜❡✱❝❡❡❞✐♥❡♠❞✐❛✐♦♥♣❡♠❡ ✉♥❡♣❛❢❛✐❡❡✣❝✐❡♥❝❡
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❝✐❡✉①❞✬✐♥✈❡✐❞❛♥❞❡♣♦❥❡ ✉✐❧❡❡ ♠✉♥ ❛❡✉ ✭❞❡✉①❡♠❡ ②♥♦♥②♠❡❞❛♥❧❛
❧✐ ❛✉❡♥♦✲❝❧❛✐✉❡✮✳❖✉ ❡❧❡♠❡✐❧❡✉✜❧ ❡✉✬❛♣♣♦ ❡❛✐❧❛✜♥❛♥❝❡❞✐♥❡♠❞✐❡
❡❧❛✐✈❡♠❡♥ ❧❛✜♥❛♥❝❡✐♥❡♠❞✐❡✱❧❛❞✐♥❡♠❞✐❛✐♦♥♣❡♠❡ ❛✐✉♥❡❜❛✐ ❡❞✉❛✉①
❞✬✐♥ ♣♦✉❧❡❞❜✐❡✉❡✉♥❡❤❛✉ ❡♣♦✉❧❡❝❛♥❝✐❡✱❡❧❡❞❡✉①♣❛ ✐❡✱❡♣❛❛♥
❞❡❧✬✐♥❡♠❞✐❛✐❡✱ ❝✉♣❡❛✐❡♥❧❡✉♠❛❣❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥✱♥♦✉♠♦♥ ❡♦♥ ✉❡❧❛❞ ✐♥❡♠❞✐❛✐♦♥❛❞❡✉①❝♦♥ ✉❡♥❝❡ ✉ ❧❡
✜♠❡ ♣♦❞✉❝✐✈❡✳❉✬✉♥❡♣❛✱✐❧✬❛❜❧✐✉♥❝❤❛♥❣❡♠❡♥❞❡❛♣♣♦ ❞❡❢♦❝❡❛✉❡✐♥❞❡
❧❛✜♠❡❡♥❢❛✈❡✉ ❞❡ ❝❛♥❝✐❡✳▲❡✜♠❡ ♦♥✱❞ ❧♦✱❧✬♦❜❧✐❣❛✐♦♥❞❡❛✐❢❛✐❡❧❡✉
♥♦✉✈❡❛✉❜❛✐❧❡✉ ❞❡❢♦♥❞ ✿❧✬♣❛❣♥❛♥✳❈❡❧✉✐✲❝✐❝♦♥ ❧❡❛❧♦ ❞❛✈❛♥❛❣❡❧❛❣❡✐♦♥❞❡
❧❛✜♠❡❛✜♥ ✉✬✐❧♣✉✐ ❡♠❛①✐♠✐❡❧❛ ♠✉♥ ❛✐♦♥❞❡♦♥ ♣❛❣♥❡✳❉✬❛✉❡♣❛✱✐❧❛
♠✉♥ ❛✐♦♥❡①✐❣❡♣❛❧❡♥♦✉✈❡❛✉①❝ ❛♥❝✐❡ ❡ ♣❧✉ ❧❡✈❡✉❡❧❡❝❛♣❛❝✐ ❡❧❡❞❡
❝❛✐♦♥❞❡✐❝❤❡❡❞❡✜♠❡✱❝❡❧❡✲❝✐❛✉♦♥ ❡♥❞❛♥❝❡ ❞❧❛✐❡♣❡✉ ♣❡✉❧❛♣❤ ❡
❡❧❡❡♥❢❛✈❡✉❞❡❧❛ ♣❤ ❡✜♥❛♥❝✐❡✳❈❡❡❝♦♥❛❛✐♦♥✈❛❡♠❡ ❡❡♥ ✉❡ ✐♦♥❧❡
❧❡❞❡❧❛♣❤ ❡♣♦❞✉❝✐✈❡❞❛♥❧❡❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡✱❝❡❧✉✐❞❡✬❡♥❞❡❡♣♦✉ ✐♥✈❡✐❡
♣♦❞✉✐❡✳◆♦✉✈❡♦♥✜♥❛❧❡♠❡♥ ✉❡❧❛❝♦♥ ✉❡♥❝❡❞❡❧❛❞ ✐♥❡♠❞✐❛✐♦♥✜♥❛♥❝✐❡
❡ ❧❛❞♥❛✉❛✐♦♥❞❡❧✬✐♥✈❡✐❡♠❡♥✳
❱✳✸✳❛ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥ ❞❡ ❛♣♣♦ ❞❡❢♦❝❡❞❛♥❧❛✜♠❡
▲❛❞ ✐♥❡♠❞✐❛✐♦♥✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡❞❡❞✐♣♦✐✐❢♣♦ ❣❡❛♥❧✬♣❛❣♥❛♥✲❛❝✐♦♥♥❛✐❡✳
❆✐♥✐❧❡❧❣✐❧❛✐♦♥ ✉❝❝❡ ✐✈❡♣♦ ❛♥ ✉❧✬❡♥❡♣✐❡✈✐❡♥ ❡♥❢♦❝❡❧❡♣♦✉✈♦✐❞❡
❛❝✐♦♥♥❛✐❡✭❋✐♠✐♥❬✷✵✵✽❪✮✸✳❊♥❡✛❡✱❝❡♣♦✉✈♦✐ ✬❡ ❛❝❝✉❞❛♥ ❧❡❈♦♥❡✐❧❞✬❆❞✲
♠✐♥✐ ❛✐♦♥❞❡❡♥❡♣✐❡❛✜♥❞❡❣❛❛♥✐✉♥♣❧✉ ❣❛♥❞❝♦♥ ❧❡❞❡❧✬❛❝✐♦♥♥❛✐❡✉
❧❡❣❛♥❞❡❞❝✐✐♦♥❞❡❧✬❡♥❡♣✐❡✳❈❡❡♥♦✉✈❡❧❡❣❡✐♦♥❝♦♥✐❡✱♣❛❡①❡♠♣❧❡✱❡♥❧❛
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❉❛♥ ❧❡❝❤❛♣✐❡♣❝❞❡♥✱♥♦✉❛✈♦♥ ✉❞✐ ❧❡❣❛♥❞ ❞ ✉✐❧✐❜❡ ✉✬✐♠♣❧✐✉❡
❧❛❧✐❜❛❧✐❛✐♦♥✜♥❛♥❝✐❡✳▲❡♠♦②❡♥❞✬❛♥❛❧②❡❧❡❣❛♥❞❞ ✉✐❧✐❜❡❡ ❞✬ ✉❞✐❡❧❡
♦❧❞❡❞✉❝♦♠♣❡❞❡❝❛♣✐❛❧❞❡❣❛♥❞ ❡❝❡✉ ✐♥✐✉✐♦♥♥❡❧✳❈❡❡ ✉❞❡♥♦✉❛♠♦♥
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❧❛❤♦✐❡❞✉❝✐❝✉✐✳❉✬❛✉❡♣❛✱♥♦✉❛✈♦♥ ❡♠❛ ✉✉♥❝❛♥♦♥♣✐❡♥❝♦♠♣❡♣❛❧❡
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❝❞✐♦✉ ❧✬♠✐ ✐♦♥❞❡✐❡♣♦✉❞✈❡❧♦♣♣❡❧❡✉ ❛❝✐✈✐ ✱♦♥♥♦♠❛❧❡♠❡♥✱❡❧♦♥❧❛
❤♦✐❡❦❡②♥✐❡♥♥❡✱❡♥❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✳❊❧❡❝♦♠♣❡♥♠♠❡♣❛♠✐❧❡ ❛❣❡♥
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❝❡❛✐♥❡♣ ✐♦❞❡✭♣❛❡①❡♠♣❧❡❡♥❋❛♥❝❡❡♥✶✾✾✸♣✉✐❡♥❡✶✾✾✻❡✶✾✾✾✮✱❧❡❡♥❡♣✐❡
✭❙◆❋✮♣ ❡♥❡♥♥♦♥♣❛ ✉♥❜❡♦✐♥♠❛✐✉♥❡❝❛♣❛❝✐ ❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✱♦✉❝♦♠♠❡❧❡
♠♥❛❣❡✳❈❡❝❛♣❛ ✐❝✉❧✐❡✱✐✓❛♥♦♠❛❧✔ ♦✐✲✐❧✱❡①✐❡❡❞♦✐❞♦♥❝ ❡❛♥❛❧②✳◆♦♦♥
❝❡♣❡♥❞❛♥ ✉✬✐❧♥❡♣♦✉ ❛✐ ❡♣✐❡♥❝♦♠♣❡❞❛♥❧❡❝❛❞❡❞✉❝✐❝✉✐❞❡❜❛❡❛✉❢
✉♣♣♦❡✱♣♦✉♣ ❡✈❡ ❧❡♥❝❡❛✐❡ ✉✐❧✐❜❡❞❡❝♦♠♣❡❡♣❧✉ ♣❛ ✐❝✉❧✐❡♠❡♥
❧✬❣❛❧✐ ❛✉♣❧❡❇✱✉❡❧❡♠♥❛❣❡ ❡❛✐❡♥❡♥❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✱❝❡✉✐❝♦♥✐❡❛✐
❡♥✉♥❡✐♥✈❛✐❡♠❜❧❛❜❧❡✐♥✈❡✐♦♥❞❡ ❧❡✳❈✬❡ ❞♦♥❝❡①❝❧✉✐✈❡♠❡♥❞❛♥ ❧❡❝❛❞❡❞✉
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❝❡❡❝♦♥❞✐✐♦♥✬❡✲❡❧❡❞♦♥❝✈❛♥♦✉✐❡❄◆♦♥✱❝♦♠♠❡♦♥♣❡✉❧❡✈♦✐✿
✲♦✐❡♥❝✐✈❛♥✱❞✬❛♣ ❧✬✉✐❧✐❜❡❡♥❇✱F=−S+D+♦✉−L❡❧♦♥✉❡L=X−H<0
✭❡①❝❞❡♥❝♦♠♠❡❝✐❛❧✮♦✉L=H−X>0✭❞✜❝✐❝♦♠♠❡❝✐❛❧✮✱❝❡✉✐♥♦✉ ❛♠♥❡ ❧❛
♠♠❡✐♥❣❛❧✐ ❞❡❝✐❡✱ ❛✈♦✐I−S+D+X−H<0❀
✲♦✐❡♥♥♦❛♥✱❝♦♠♠❡❧❛❝♦♠♣❛❜✐❧✐ ♥❛✐♦♥❛❧❡✱F♥❣❛✐✈❡♠❡♥❧♦ ✉✬✐❧❡ ✉♥
❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✱❡♣♦✐✐✈❡♠❡♥❧♦ ✉✬✐❧❡ ✉♥❡❝❛♣❛❝✐ ❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✱❝❡✉✐
✶✸✶
❛♠♥❡ ❧✬✉♥✐✉❡✐♥❣❛❧✐ I+F<0✱✉❡F ♦✐✉♥❜❡♦✐♥♦✉✉♥❡❝❛♣❛❝✐ ❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥
❞❡❊✳
▲❡ ❝❛✉❡ ❞❡❧❛❝✐❡
❆✐♥✐✱✉❡❧❡ ✉❡♦✐❧❛♥❛✉❡❞❡F✭❜❡♦✐♥♦✉❝❛♣❛❝✐ ❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✮✱❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥
❞❡❝✐❡✬❝✐✿
I+F=I−S+D+(X−H)<0 ✭❱■✳✸✮
❊❧❡❡ ✉✐✈❛❧❡♥❡ ❧✬✐♥❣❛❧✐ I<S−D−(X−H)♦✉✱❡♥❞✐✈✐❛♥♣❛U ❧✬✐♥❣❛❧✐ ✿
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S
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D+(X−H)
U ✭❱■✳✹✮
♦✐❡♥❝♦❡✱❛❝❤❛♥ ✉❡α= sy1−y✱❛✈❡❝s=SY✱♣♦♣❡♥✐♦♥ ♣❛❣♥❡❞❡♠♥❛❣❡✱❡
y= YU+Y✱♣♦✐❞❞✉❝♦ ❛❧❛✐❛❧Y❞❛♥❧❡❝♦ ♦❛❧❞❡♣♦❞✉❝✐♦♥✿
I
U<α−
D+(X−H)
U ✭❱■✳✺✮
▲✬✐♥❣❛❧✐ ❱■✳✺♣❡♠❡ ✉♥❡❛♥❛❧②❡❝♦♠♣❧❡❞❡❝❛✉❡❞❡❧❛❝✐❡✱ ✉✐ ♣❛❡❧❡
❝❛✉❡✓❡①♦❣♥❡✔✭❧✐❡❛✉♦❧❞❡❜✉❞❣ ❛✐❡❉❡❛✉♦❧❞❡❝♦♠♠❡❝✐❛❧X−H✮❞❡❧❛
❝❛✉❡✓❡♥❞♦❣♥❡✔♦✉❝❛✉❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡❞❥ ❡♣ ❡❞❛♥❧❛♣❡♠✐❡♣❛✐❡❞❡❝❡❡
❤ ❡✳❖♥✈♦✐❡♥❡✛❡ ✉❱■✳✺ ✉✬✉♥❞✜❝✐❝♦♠♠❡❝✐❛❧❛♦❝✐ ✉♥❞✜❝✐❜✉❞❣ ❛✐❡
❞✉✐ ❝♦♥❞✉✐❡♥ ✉♥❡❛✉❣♠❡♥❛✐♦♥❞✉❡❝♦♥❞♠❡♠❜❡❞❡❧✬✐♥❣❛❧✐ ✱❛✉❡♠❡♥❞✐
✉♥❡❛✉❣♠❡♥❛✐♦♥❞✉❡✉✐❧❞✬❡♥ ❡❡♥❝✐❡❞❡❧✬❝♦♥♦♠✐❡✿✐❧✬❝♦♥♦♠✐❡♥✬❡ ♣❛❞❥❡♥
❝✐❡✱❡❧❡✬❡♥❛♣♣♦❝❤❡❀✐❡❧❡❡ ❞❥❡♥❝✐❡✱❧❛♦✐❡❞❡❝✐❡✬❧♦✐❣♥❡✳❊♥♦♠♠❡✱❧❛
❝♦♠❜✐♥❛✐♦♥❞✉❞✜❝✐❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡❞❡❧✬❡①❝❞❡♥❜✉❞❣ ❛✐❡❢❛✈♦✐❡❧✬❡♥ ❡❡♥❝✐❡♦✉
❧♦✐❣♥❡❧❛♦✐❡❞❡❝✐❡✳❖♥❛❞♦♥❝✱❞❡✉①❢❛❝❡✉ ❝♦♥❥♦✐♥ ❞❡❝✐❡✱✉❛❧✐✜ ❞✬❡①♦❣♥❡
♣✉✐ ✉✬✐❧ ❞♣❡♥❞❡♥✱♣♦✉❧✬✉♥✱❞✉❝♦♠♠❡❝❡❡① ✐❡✉❡✱♣♦✉❧✬❛✉❡✱❞❡❧❛♣♦❧✐✐✉❡
❜✉❞❣ ❛✐❡❞❡❧✬➱❛✳
❆❝♦♥ ❛✐♦✱❡①❝❞❡♥ ❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡❞✜❝✐ ❜✉❞❣ ❛✐❡♦♥❞❡✉①❢❛❝❡✉ ❝♦♥❥♦✐♥
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❞❡ ♦✐❡❞❡❝✐❡✳▲✬✐♥❝♦♥✈♥✐❡♥ ❡ ✉✬✐❧ ✈♦♥ ❛❡♠❡♥❞❡♣❛✐✳❊♥❡✛❡✱❡①❝❞❡♥
❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡❞✜❝✐ ❜✉❞❣ ❛✐❡♦♥ ❣♥ ❛❧❡♠❡♥ ❛♥✐♥♦♠✐✉❡✳❆✐♥✐❧✬❡♣♦✐ ❞✬✉♥❡
♦✐❡❞❡❝✐❡♣❛✉♥❡♣♦❧✐✐✉❡❞✬❛❝❝♦✐❡♠❡♥❞❡❞♣❡♥❡♣✉❜❧✐✉❡❡ ✈❛✐♥✳▲❡❝❛✉❡
❡①♦❣♥❡❞❡❝✐❡❡❝♦♥❛✐❡♥❧✬✉♥❡❧✬❛✉❡✱♦♥❡ ❛❧♦ ❡♥✈♦② ❧❛❝❛✉❡❢♦♥❞❛♠❡♥❛❧❡✱
❛✈♦✐❧❛❞❝♦✐❛♥❝❡❡♥❞♦❣♥❡❞✉❛✐♦IU✳❈❡❡❞❝♦✐❛♥❝❡♠ ✐❡❜✐❡♥❧❡✉❛❧✐✜❝❛✐❢
❞✬✓❡♥❞♦❣♥❡✔♣✉✐ ✉✬❡❧❡❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡♣❛❧❛❞❝♦✐❛♥❝❡❞✉❝♦❡✣❝✐❡♥ ICCF ❞❡
♣❛ ❛❣❡❞❡❧✬✐♥✈❡✐❡♠❡♥❜✉ ❡♥✐♥✈❡✐❡♠❡♥♥❡ ✭I✮❡❝♦♥♦♠♠❛✐♦♥❞❡❝❛♣✐❛❧
✜①❡(CCF)✱❡ ✉❡❝❡ ❡❞❝♦✐❛♥❝❡❡ ❡❧❡✲♠♠❡❝♦♠♠❛♥❞❡♣❛❧✬✐♥❡♥✐ ❞❡❧❛
❝♦♥❝✉❡♥❝❡ ❧✬✐♥ ✐❡✉❞✉♣❧❡♣♦❞✉❝✐❢❊✳❉❡❝❡❡❛♥❛❧②❡❤♦✐✉❡❞❡❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥
❦❡②♥ ✐❡♥♥❡❞❡❝✐❡ ✉❧❡✉♥❣❛♥❞♥♦♠❜❡❞✬❛♣♣❧✐❝❛✐♦♥✱✉✐❡♦♥❡①♣♦❡❞❛♥❧❛
♣♦❝❤❛✐♥❡♣❛✐❡❱■✳✶✳❜✳
❱■✳✶✳❜ ▲✬✐❞❡♥✐ ❝♦♠♣❛❜❧❡❞❡ ❝❛♣❛❝✐ ❡ ❜❡♦✐♥ ❞❡✜♥❛♥❝❡✲
♠❡♥ ❞❡ ❛❣❡♥ ❝♦♥♦♠✐✉❡
◆♦✉ ❛♥❛❧②❡♦♥❞❛♥❝❡❡♦✉✲❡❝✐♦♥❧❛❝♦♥ ✉❡♥❝❡❞❡❧❛❧✐❜ ❛❧✐❛✐♦♥✜♥❛♥❝✐❡
✉❧✬✐❞❡♥✐ ❝♦♠♣❛❜❧❡❞❡❝❛♣❛❝✐ ❡❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥❞❡❛❣❡♥ ❝♦♥♦♠✐✉❡✳
❉❛♥ ❧❡❝✐❝✉✐❦❡②♥ ✐❡♥❞❡❜❛❡✱✈✉❡♥♣❡♠✐❡♣❛✐❡❞❡❝❡❡❤ ❡✱❧❛❝♦♥❞✐✐♦♥❞❡
❝✐❡♥✬❡ ❛✉❡ ✉❡❧❡♣♦✜♥❡ ♥♦♥❞✐ ✐❜✉ ✉✐❞❡✈✐❡♥♥❣❛✐❢✳❈❡❧✉✐✲❝✐❞♣❡♥❞♥✲
❣❛✐✈❡♠❡♥❞✉❞✜❝✐ ❝♦♠♠❡❝✐❛❧❡♣♦✐✐✈❡♠❡♥❞✉❞✜❝✐ ❜✉❞❣ ❛✐❡✳◆♦✉♠♦♥ ♦♥
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❞❜✐❡✉❛✉♥❝ ❛♥❝✐❡♦✉ ✉❡❧✬❡♥❞❡ ❡♠❡♥❞❡✉♥ ✉❜ ✐✉❡♥❝❡❛✐❡♠❡♥ ❧✬❡♥❞❡✲
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❝♦♠♣❛❜❧❡❞❡❝❛♣❛❝✐ ✭CF✮❡❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✭BF✮♥♦❛♠♠❡♥❞❛♥❧✬❛♥❛❧②❡
❞❡❝♦♠♣❡♣✉❜❧✐❝✳■❧ ❝✐✈❡♥❧✬✐❞❡♥✐ ❞❡❝❛♣❛❝✐ ❡❜❡♦✐♥❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥❞❡❧❛
♠❛♥✐ ❡✉✐✈❛♥❡✿
CF♦✉BF❞✉ ❡❝❡✉♣✉❜❧✐❝✰CF♦✉BF❞✉ ❡❝❡✉♣✐✈✰❡①❝❞❡♥♦✉❞✜❝✐
❡① ✐❡✉❂✵
➱❝✐✈♦♥❝❡❡✐❞❡♥✐ ❧✬❛✐❞❡❞✉❝✐❝✉✐ ❧❛❣✐✱❡♥❝♦♥✐❞❛♥✱❝♦♠♠❡❧❡❢❛✐❧❛❝♦♠♣✲
✶✸✸
❛❜✐❧✐ ♥❛✐♦♥❛❧❡✱❧❡❝❛♣❛❝✐ ❞❡✜♥❛♥❝❡♠❡♥✭CF✮❞❡♠❛♥✐❡♣♦✐✐✈❡❡❧❡❜❡♦✐♥❞❡
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